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Streszczenie

Notatki z wyktadow i cwiczen sg materiatem uzupetniajgcym dla stucha-
czy kursu “Chemia Teoretyczna”. Celem kursu jest wprowadzenie do za-
gadnien teorii struktury elektronowej uktadéw molekularnych oraz teore-
tycznych metod wyznaczania ich wtasciwosci.

W pierwszych rozdziatach omawiane sg fundamentalne przyblizenia mo-
lekularnej mechaniki kwantowej. Ten materiat przygotowany zostat w opar-
ciu o podreczniki Atkinsa i Friedmana' oraz Engela® oraz monografie au-
torstwa May’a i Kilhn’a.® Cwiczenia rachunkowe na podstawie monografii
Szabo i Ostlunda.*

Materiaty zawierajg rysunki objete prawami autorskimi i przeznaczone sg
tylko do uzytku wewnetrznego dla studentow kursu Chemia Teoretyczna.

Robert W. Gora
Wroctaw, 2026.03.16

'P. W. Atkins i R. Friedman, Molecular quantum mechanics, 5th ed. Oxford ; New
York: Oxford University Press, 2011.

2T. Engel i P. Reid, Quantum Chemistry and Spectroscopy, 3rd ed. Boston: Pearson,
2013.

3V. May i O. Kiihn, Charge and Energy Transfer Dynamics in Molecular Systems, 3rd.
Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, 2011.

4A. Szabo i N. S. Ostlund, Modern Quantum Chemistry: Introduction to Advanced
Electronic Structure Theory, Courier Corporation, czer. 2012.
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Rozdziat 1
Mechanika klasyczna

1.1

Krétkie wprowadzenie do mechaniki Lagrange’a i Hamiltona
» Mechanika Newtonowska bazuje na sitach i drugiej zasadzie dyna-

miki.

» Mechanika Lagrange’a i Hamiltona korzysta z zasady najmniejszego
dziatania.

+ Utatwia analize uktadéw z wiezami i stanowi pomost do mechaniki
kwantowe;.

» Podstawowe wielkosci:
— Lagrangian L=T -V,
— Hamiltonian H =T +V,

— Dziatanie S = [ Ldz. .

Zasada najmniejszego dziatania
1j)
05 =0, S:/ L(g,q,t)dt
|

« Trajektoria rzeczywista minimalizuje (lub ekstremalizuje)
dziatanie.

* g — wspotrzedne uogdlnione, ¢ — predkosci uogdinione.

» Warunek 65 = 0 prowadzi do rownan Eulera-Lagrange’a:

AN
dt \d¢;) dqi
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Przyktad
Rozwazmy prosty przyktad dla czastki w jednowymiarowym po-
tencjale:

mv? mq‘2

LZT—V(X):T—V(Q)

Wstawmy powyzszy L do rownan Eulera-Lagrange’a:

AN,
dt \d¢;) dqi

d, . JdV(g) _

E<mq>+&—q =0

=2V Fe_vy
dq

Formalizm Lagrange’a nie wymaga jawnego wprowadzania sit -
wszystko wynika ze skalarnego potencjatu.

Formalizm Hamiltona

* Przejscie od predkosci do peddw:

o JL
bi= dq;
* Hamiltonian:

H("]7p7t) = ZpiQi_L
i

* Réwnania Hamiltona:

, _oH _ _oH
ql_api7 pl_ aql

» Zestaw réwnan | rzedu — czesto wygodniejszy do nume-

rycznych rozwigzan.

Przyktad: Oscylator harmoniczny

» Wspotrzedna uogdlniona: x
* Potozenie réwnowagi: x =0
» Energia kinetyczna:

» Energia potencjalna:

* Réwnanie ruchu:

mitkx=0 ~ i+w*x=0




IIlIIIlII

— > X

0 Xxo

Rownania ruchu oscylatora
Ansatz: x(t) = A cos(wt) +Bsin(wt) gdzie o* = £ Istotnie jesli wsta-
wimy to rozwigzanie do rbwnania

d2x w2
2 — _w%x
dr?

otrzymamy

%(—Aa) sin(wt) +Bwcos(o1)) = —0>x(t)

Pozostaje natozy¢ warunki poczgtkowe:
x(0)=xp ~A=x

dx

—(0)=0 ~B=0
70 ~

Zatem

x(t) = xpcos(@t)

Oscylator harmoniczny - formalizm Lagrange’a
Wspétrzedna uogdliniona:

q=x
Lagrangian:

1 1
L:T—Vzimxz—ikxz

Roéwnanie Eulera—Lagrange’a:

afony o,
dt \ dx dx

prowadzi do réwnania ruchu:

mi+kx=0

1.6
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Oscylator harmoniczny — formalizm Hamiltona

* Hamiltonian: )

p- 1 5

H="+-
om T 2F
gdzie
oL )
= — =mx
P=9%
* Réwnania Hamiltona:
dH p dx
o dp m ub mdl
JH dp

p ox x dt o

 Potgczenie réwnan prowadzi do tego samego réwnania ru-
chu (wstawiajgc p = mi do drugiego réwnania i dzielgc przez

m otrzymamy X+ £x = 0).

Przestrzen fazowa — oscylator harmoniczny
i x\ (p/m
dt \p) \ —kx

P

(x0,P0)

Pole wektorowe: x = £, p = —kx. Czerwona krzywa to trajektoria dla statej energii
2 2
- i — 7p pu—
elipsa 2Ek + SmE 1.
Przyktad: Wahadto proste
+ Uogdlniona wspétrzedna: g = 6
 Energia kinetyczna:
1 :
T = Emlzez

» Energia potencjalna:
V =mgl(1—cos0)

 Lagrangian:

L=T—-V =—-mi*6>—mgl(1—cos0)

1.9
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Réwnania ruchu wahadclla

E(mﬂéy+mggne:0
=0+ %sin 6=0

* Nieliniowe réwnanie ruchu.

 Dla matych wychylen sin6 =~ 6:
é+§9:0
— ruch harmoniczny prosty.

Formalizm Lagrange’a — Wahadto proste
» Wspéirzedna uogodlniona:

 Energia kinetyczna:

Energia potencjalna:
V =mgl(1—cos0)

 Lagrangian:

1 .
L=T-V= Emlzez—mgl(l —cos0)

» Rownanie Eulera—Lagrange’a:
d (dL\ JL _ 0
dt \90) 96

é+§sin9:0

* Réwnanie ruchu:

sin 6 ~ 6 dla matych wychylen ruch harmoniczny prosty

Rozwiagzanie rownania ruchu — Wahadto proste (Lagrange)

* Réwnanie ruchu:
é+§mw=o

9




Dla matych wychylen: sin6 ~ 6

6+ wi6=0 gdziea)oz\/g
» Rozwigzanie ogolne:

0 (1) = Opcos(wpt + @)

» Roéwnanie opisuje prosty ruch harmoniczny z czestoscig ay i ampli-

tudg .
2 [
T = L 27t\/j
) 8

Okres drgan:
Rozwiazanie rownania ruchu — Wahadto proste (Hamilton)

« Zmienna uogdlniona: ¢ = 6, ped uogdlniony:

Po = ml*6
« Hamiltonian:
P(Za
H=—%=+ 1—
Sl mgl(1 —cos )

* Réwnania Hamiltona:

oH Do . JH

0= =-"2 =—— = —mglsin@
dpeg mi? po 00 metsin

Dla matych wychylen: sin6 ~ 6
po = —mglO = 9—1—%9:0
* Rozwigzanie:

0 (1) = Ogcos(wpt + @), po(t) = —ml*wy® sin(@pt + @)

10
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Rozdziat 2

Postulaty nierelatywistycznej
mechaniki kwantowej

2.1 Postulat | (o stanie uktadu kwantowego)

Jak okresli¢ stan uktadu kwantowomechanicznego?
Stan ukfadu o f stopniach swobody okresla funkcja falowa ¥ =
W(ri,r,...,rp,t), zalezna od wspoétrzednych uogodlnionych r; i
czasu t. Wspétrzedne te oznaczymy dalej jako wektor 7:

Y =W(7 1)

Interpretacja statystyczna Maxa Borna

lloczyn kwadratu modutu funkcji falowej i elementu objetosci dt
okresla prawdopodobienstwo, ze w chwili r uktad znajduje sie w
elemencie objetosci dt wskazywanym przez 7.

p(F,t) =P*(7,t)¥ (¥ 1)dt

Dla jednej czastki? prawdopodobienstwo znalezienia jej gdziekol-
wiek musi by¢ réwne jednosci a zatem:

/ W (1) W(7 1) dT = |
T

dzwyczajowo funkcje falowe wieloczgstkowe normalizuje sie do 1

11
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Przyktad
A jesli warunek normalizacji nie jest spetniony?

[ Eowndr=a
T

Poniewaz rownanie Schrddingera jest liniowe, jesli y jest jego roz-
wigzaniem to rozwigzaniem bedzie réwniez funkcja Ny. Wystar-
czy pomnozy¢ naszg funkcje v przez odpowiednig statg N aby
warunek ten byt spetniony

/T[NW(?,Z)]*Nw(?,t)dr =AINP =1

skad N = iLA ...albo N = e"bLA itd.

VA VA

Stany kwantowe jako wektory

Stan kwantowy reprezentowany jest przez wektor |y) w zespolo-
nej przestrzeni Hilberta o7, ktéry zawiera informacje o wielkosciach
mechanicznych uktadu (ich wartosciach i prawdopodobienstwie).
Przyktadowo dla dyskretnego widma stanéw energetycznych stan
kwantowy reprezentowany jest przez liniowg kombinacje (superpo-
zycje):

(W) =ci|E) + 2 |Ea) +e3|E3) +-+- =) ci|Ep)

gdzie wspotczynniki ¢; determinujg prawdopodobienstwo pomiaru
danej wartosci.

Ten sam stan kwantowy mozna zapisa¢ réwniez za pomocg mozli-
wych warto$ci momentu pedu (lub innej wielko$ci mechanicznej):

\w) =ay|L1)+ax|Ly) +az|Lz)+--- :Zai\Li>
Jednak nie wszystkie wielkosci w mechanice kwantowej sg dys-

kretne — przyktadowo potozenie elektronu. Jak wéwczas zapisac
stan ukfadu?

(W) = bi|x1) + b2 |x2) +b3lxz) + -
Poniewaz mozliwe potozenia |x;) zmieniaja sie w sposoéb ciggty:
¥) = [ dxbl) )
gdzie b(x) to de facto funkcja falowa w reprezentacji potozen, ktéra

jest w pewnym sensie listg wspotczynnikow przy kazdym mozliwym
wektorze potozenia.

12
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Dlaczego potrzebujemy przestrzeni Hilberta?

» Mechanika kwantowa opisuje stany uktadu jako wektory w prze-
strzeni zespolonej, ktére mozna dodawac i skalowac liniowo.
» Potrzebujemy struktury, ktéra:

— pozwala mierzy¢ ,dtugosci” i ,katy” (czyli amplitudy i prawdo-
podobienstwa),

— zapewnia zupetno$¢ — kazdy graniczny cigg stanéw ma sens
fizyczny,

— umozliwia reprezentacje operatoréw obserwabli i ewolucji cza-
sowe;j.

« Taka strukturg jest przestrzen Hilberta 7 — zupetna przestrzen
wektorowa z iloczynem skalarnym (-|-).
» Dzigki temu:

— iloczyn wewnetrzny daje regute Borna: p = | (¢|y)|?,

— operatory hermitowskie reprezentujg obserwable,

— operatory unitarne opisujg ewolucje i zmiany bazy.
lloczyn wewnetrzny

» W przestrzeni kartezjanskiej iloczyn skalarny jest miarg kata pomie-
dzy wektorami:

Vew =viw) +vawy +v3ws + - - = |V||W| cos O
» pozwala réwniez wyznaczy¢ dtugos$¢ wektora:

V] = V-V

* iloczyn wewnetrzny jest uogélnieniem iloczynu skalarnego mapuja-
cym wektory na skalary:

(yl9)=c
(WIE+¢) = (y[) + (v|9)
(vlag) = a(y|¢)
(w]9) = (o|y)"

* lloczyn wewnetrzny bedzie miarg wagi danego stanu w superpozy-
cji (prawdopodobienstwa):

) = Zci |E;)
(E2|y) = <E2|Zci Ei) = ZC:‘ (E2|E:)

dla ortonormalnej bazy
1, gdyi=j,

(Ei|Ej) = &= o
0, gdyi#.

gdzie 9;; to tzw. delta Kroneckera, zatem

(E2|y) = ZCi52i =0bn=0
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Rozwazmy iloczyn wewnetrzny dwoch funkcji
|lw) i |¢) reprezentujg stan uktadu jako superpozycje dyskretnych
stan6w energetycznych

(wio) =(Lai (El) (Lbi|E))) =
Y. ) aibi(Ei|E)) =
ZZa?‘bj&j = Za?‘bi

dla rzeczywistych wsp. {a;} i {b;} otrzymalidmy iloczyn skalarny w
Rn

lloczyn wewnetrzny dla ciagtych liniowych kombinacji
» Podobnie jak dla przypadku dyskretnego chcemy otrzymac wsp. od-
powiadajgcy danemu potozeniu:

aly) = (ol [ drble) )
/dxb(x) (x2]x) = b(x2)
w tym celu wykorzystamy funkcje specjalng tzw. deltg Diraca (x):

b(xs) = / dxb(x)8 (x2 — x)

z definicji jedyna r6zng od zera wartos¢ funkcji 6 dostaniemy w pki.

Xxp, zatem:

/dxb(x2)5(x2 —x2) = b(x) /dxﬁ(xz —x2) = b(x7)

g

1

Wiasciwosci funkcji delta Diraca

Funkcja 6(x) to funkcja idealizowana, skoncen-

trowana w punkcie x = 0. Formalnie: 6(x) =0 dla 5(x)
x#0oraz [%_ 6(x)dx=1

» Wiasnosé prébkujaca:

| 1@ —x0)dx = f(x0) ol
» Przyktadowo “ciasna” funkcja Gaussa:
1 2
6(x) = lim T 2d?
()C) a—0 a\/27[e
ale rownie dobrze:
. 1 . /x
lim — sin (—)
a—0 XTT a

2.24
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2.27

» Podobnie jak dla przypadku dyskretnego chcemy otrzymac wsp. od-
powiadajacy danemu potozeniu:

aly) = (ol [ drb) )
/dxb(x) (x2]x) = b(x2)
w tym celu wykorzystamy funkcje specjalng tzw. delte Diraca §(x):

b(x2) / dxb(x)d(xy —
2.28

Rozwazmy iloczyn wewnetrzny dwoch funkcji
lw) i |¢) reprezentujg stan uktadu jako superpozycje ciggtych po-

tozen
wio)=( [ary @ i)  [avor o) =
[ dxayy* @100) (i) =
/ dxdy y* (x)$(y)8(x —y) =

[axv o)

Jak wida¢ w tym wypadku iloczyn wewnetrzny dany jest catkg z
iloczynu funkcji. Dlatego takag catke czesto nazywany iloczynem
skalarnym.

2.29

Przyktady

Normalizacja wektora stanu
Dany jest stan:
(W) =2|E\) —iE2) + |E3)

Oblicz norme i znormalizuj ten stan. Oblicz prawdopodobienstwo
pomiaru E;. Norma:

(W) =P+ =i +|1)>=4+1+1=6

Stan znormalizowany:
W/>n0rm = 7 (2’E1> - l’E2> + ‘E3>)

Prawdopodobienstwo E»:

P(Ey) = |—=

V6

!
G

2.30
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2.2 Postulat Il (o reprezentacji wielkosci mechanicznych)

Dla kazdej obserwabli definiujemy operator

Wielko$ci mechaniczne opisujace czastke (jej energia, wektory potoze-
nia, pedu, momentu pedu itp.) reprezentowane sg przez liniowe opera-
tory hermitowskie dziatajagce w przestrzeni funkcji falowych.

2.31

Liniowy?
Operator taki spetnia nastepujgcy warunek:

A(C]lpl —l—Cz‘Pz) = C]AT] —|—62A\P2
gdzie ¢y i ¢; sg dowolnymi liczbami zespolonymi.

Hermitowski?
Operator taki spetnia nastepujacy warunek:

/Tw*ficb dt = /T[Aw]*cb dt

2.32

Dlaczego Hermitowski?

Wazng cechg operatorow Hermitowskich jest to, ze ich wartosci wtasne
sg zawsze rzeczywiste!

Popatrzmy np. na nastepujgce réwnanie wiasne:

by =py
jesli pomnozymy oba réwnania odpowiednio przez y* i v i scatkujemy po

catej przestrzeni to prawdg musi by¢ réwniez, ze p* = p, a to oznacza ze
wartosci wtasne muszg by¢ rzeczywiste.

/W*ﬁwdf=p/w*wdf

/wﬁ*w*dfzp*/w*wdf

/ Y pydr = / [py] wdrt
p'=p

2.33
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Kolejna wazna cecha operatorow Hermitowskich

Roznym wartoscig wtasnym operatora Hermitowskiego odpowiadajg
funkcje ortogonalne ale nawet gdy jednej wartosci wtasnej odpowiada
wiecej funkcji wtasnych to ich liniowa kombinacja jest rowniez funkcjg wia-
sna i w rezultacie zawsze mozna skonstruowac ortogonalny zbior funkcji
wiasnych operatora hermitowskiego. Jesli wiec wartosci a; sg dyskretne
wtedy odpowiadajgce im funkcje witasne sg ortonormalne:

* (= - . o 17 gdy k:l,
[oi@oas=sa={ o ¥ 120

Latwo sprawdzic, ze tak jest w istocie
Jesli operator A jest hermitowski, to

[ oidoaz— [1Agg gnaz =0
Jednak z zatozenia rozpatrujemy funkcje witasne tego operatora, wiec

Ady = ar gy
Agy = ai¢y

a stad
(a —a;;)/q),jq)ldr —0

Operatory jako liniowa transformacja
Operatory reprezentujg wielkosci mechaniczne a ich dziatanie na wek-
tor stanu (|y)) powinno zwréci¢ liczbe. W algebrze liniowej odpowiada to
liniowej mapie przestrzeni wektorowej na skalarng (tzw. liniowemu funk-
cjonatowi):

LV —c

Przykiad w R?
Rozwazmy transformacje L,, ktéra dziatajgc na wektor zwrdci jego
Xx-owg sktadowa:

Jak wyglada macierz L,? tatwo sprawdzi¢, ze to wektor [1 0]:

[1 0] {_31} =-—1

Funkcjonaty liniowe rowniez tworzg przestrzen wektorowg (tzw. przestrzen
dualng). Dla danej przestrzeni wektorowej V V* jest przestrzenig wekto-
rowg wszystkich liniowych funkcjonatow V* ={L:V —F, F=RIlubC}

s
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Wr6émy do przyktadu w R?:

(1 0] m =1-a+0-b

oo

Zatem dziatanie liniowego funkcjonatu L, jest tozsame z iloczynem we-

wnetrznym z pewnym wektorem ¢ (to nie przypadek ale de facto tresé
twierdzenia Riesza):

ale réwniez

Loy = (9ly)

Wrécmy do przyktadowego wektora danego jako liniowa kombi-
nacja ortonormalnych wektoréw stanu |y) =Y, ¢; |E;) gdzie wspot-
czynniki ¢; mogliSmy wyznaczy¢ biorgc iloczyn wewnetrzny ¢; =
(E;|y). Podstawmy je do réwnania:

) =Z\c; E) =Y (Eily) |E) =

i i

(Eilw)
Z|Ei> (Eily) = (Z|Ei> (Eil) lw)
1 l T
Przyktad
Pokaz, ze:
Z|Ei><Ei| =1

Dziatamy operatorem na dowolny stan:
Z|Ei><Ei|‘lf> = Z|Ei>ci = |y)
Operator dziata jak identycznosc.

Operatory hermitowskie i unitarne

« Hermitowski (A" = A): warto$ci wtasne rzeczywiste, baza ortonor-
malna wektoréw wtasnych (twierdzenie spektralne).

« Unitarny (U'U = I): zachowuje iloczyny skalarne i normy.

+ W mechanice kwantowej: obserwable < operatory hermitowskie,
ewolucja i zmiana bazy < operatory unitarne.

lloczyn operatorow nie zawsze jest komutatywny
Wazng cechg operatoréw jest to, ze ich iloczyny moga nie byé prze-
mienne: np. dla dwdch operatoréw A i B moze zachodzi¢ relacja:

A

A,B]=AB—BA£0
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Przyktad

Sprawdzmy to dla operatoréw potozenia i pedu. Dla uproszczenia

obliczmy komutator [£, p,]

0 0
[, 526 (x) = —xih=—(x) +ih= 0 (x)

= ih (—xa(gix) + @ (x) +xa

Przydatne relacje komutacyjne:
Dla operatoréw A,B i C zachodzg relacje:

A,A] =0

A,B] +[B,A] =0

[A,B+C] = [A,B] +A,C]
[A+B,C] =[A,C]+[B,C]
[A,BC] = [A,B]C + BJA,C]
[AB,C] = [A,C]B+A[B,C]

Przyktad. Zbadaj komutatory:
* [ zvpx] = 2ihx

° n

X", pi| = nikx" 1
* [lx,l | =[Pz, 2]px + Dy 2, p]x = ihl,
* [X pX] [xaPX]px - Px[px,X] = 2lhpx
PE _ _ ez 0v(x)
* [H’px] - [% +V(x),px] = [V(x)7px] =ih ox

W rozwigzaniach skorzystamy z reguty iloczynu:

[AB,C] = A[B,C]+[A,C]B,  [A,BC]=[A,B]C+BJA,C],

oraz z relacji kanonicznych:

[xlvpj] halju [xiuxj]zou [plapj]

« Komutator [x?, p,]

[xzvpx] = [x-x,px]
= x[x, px] + [x, pxx
= x(ih) + (ih)x
= 2ihx.
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« Komutator ogolny [x", p,]
Dowdd przez indukcije po n.
Dlan=1:
[x, px] = ih.
Krok indukcyjny:

[xn+17px] — X'Xn,px]
= x[x", px] + [x, pax"
= x(ihnx"~1) 4 (ih)x"
=ili(n+ 1)x".

Zatem

X", py] = ihnx"" L.

+ Komutator momentoéw pedu [Iy, 1] = ifil,
Przypomnienie:

Ly = yp; — zpy, ly = zpx — xpz, l; = xpy — ypx.

(e, 1] = [yp: — 2Py, 2px — XP-]
= [ypz,20x] + [Pz, —xP2] + [—2py, 20x] + [— 2Py, —XP2]-

Liczymy po kolei:

VP2 2px] = ¥[P2s 2 px = Y(—ih) px = —ilypy,
pozostate dwa srodkowe wyrazy sg zerowe,

[_Zpyv —sz] = [ZPy,XpZ] = X[Z,pz]py = ihxpy.
Sumujac:
Iy, ly] = —ihypy +ihxpy = ih(xpy — ypx) = ihl;.

« Komutator [x, p?]

[, p3] = [x, papa]
= X,px]px+px[x7px]
= (ih)px+Px(ih)
= 2ihpxy.
« Komutator [H, py]
Dla
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mamy

p?+p2+p?
2m

[H,px] = + [v(x), Py

7px

=0+ [V(X),px],

bo [p?,p.] =0 dlai=ux,y,z.
Dla gtadkiej funkcji f(x) zachodzi tozsamos¢

[f(x)apx] = ihf’(x),

zatem v(x)
Ladv(ix
[H,px] = ZhW
Z rownan Heisenberga:
dpx 1 _dV(x)
i~ =

czyli otrzymujemy operatorowg wersje Il zasady Newtona.
» Wyniki koncowe:

X, py] = 2ihx |, X py] = i, I, 1] = inil, |,
y
] _dVix
e, p2] = 2itip, |, |[H,pd =i dfj |

Reguty tworzenia operatorow
Obserwable reprezentowane sg przez operatory, ktére spetniajg
ponizsze relacje komutacyjne:

[9,py] =08,y [9,9'1 =0 [pg,pg] =0
gdzie g € x,y,z oznacza wspotrzedne potozenia a p, sprzgzone
kanonicznie sktadowe pedu.

2.44
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Reguty tworzenia operatorow w reprezentacji potozen

Wielkoé¢ mechaniczna Odpowiadajacy jej operator

X x=x
d
x Ax:_.hi
p 4 s
d Jd d
= p=—ihV=—ih| —+—+ =
p=my p i l<8x+8y+8z>
A2 2
2 2 szithivz
T:ﬂzi 2m 2m
> o wye r
 2m\odx2 dy? 97
V(x) V(x)=V(x)
E=T4+V H=T+V

2.45

2.3 Postulat lll (o ewolucji w czasie stanu uktadu kwanto-
wego)

Ewolucja w czasie stanu czastki
Ewolucja w czasie stanu uktadu reprezentowanego przez funk-
cje falowg W(7,t), okre$lona jest zaleznym od czasu réwnaniem
Schrddingera

Y (7,t)
h )
AP

= 0¥ (1)

Znajomosc¢ ¥ (7,1)) pozwala na wyznaczenie jej w 1y + dt
V(7 1 +dt) = V(7 1) — %H‘Pdt

2.46

2.4 Postulat IV (o interpretacji wynikdw pomiardéw)

Idealny pomiar wielkosci mechanicznej

Wynikiem pojedynczego pomiaru wielko$ci mechanicznej A moze
by¢ tylko pewna warto$¢ wtasna a; operatora A, odpowiadajgca
funkcji wtasnej ¢ = ¢r(r) (nie zalezacej od czasu) i spetniajacej
nastepujgce rbwnanie wtasne:

A¢k :ak¢k k= 1,2,...,M
Operator moze mie¢ nieskonczenie wiele wartosci wtasnych.
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Wynik pomiaru wielkosci mechanicznej
Jesli operatory H i A komutujg to znaczy [H,A] = 0, to mozna znalezé
wspolny zbior funkcji wtasnych tych operatorow

If]Wnk =E, Wk }

I:Ill/n =E, Yy
} AWnk = Yk

Adp = ar

Postuluje sie, ze w stanie stacjonarnym o energii E,, opisanym funkcjg
falowa v, wynik pomiaru wielkosci mechanicznej A powinien zawsze dac
wartosc¢ rowng wartosci wiasnej a;.. Ponadto jesli dwa operatory wielkosci
mechanicznych komutujg to mozna te wielkosci zmierzy¢ jednocze$nie z
dowolng dokfadnoscia.

Przyktad

Jesli zatozymy jednoczesng ostrg mierzalnos¢ wielkosci A i B to
istnieje wowczas wspodlny uktad zupetny funkcji wiasnych tych
operatoréw

Allfk = apY
By, = by

rozpatrzmy dowolng kombinacje liniowg tych funkcji wtasnych ¥ =
Yk Ck Wk

=Y crlawbr — bray) v =0
P

Uogdlniona Zasada Heisenberga, nierownosc¢ Schwartza

Jesli badanie jednoczesnej ostrej mierzalnosci dwéch wielkosci fi-
zycznych sprowadza sie do badania odpowiedniego komutatora
to jesli AA i AB oznaczajg $rednie odchylenia standardowe wielko-

§Ci A i B (AA = /(A2) — (A)?) to mozna dowies¢, ze

AAAB > |([AB)
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Ale jesli nie komutuja ...

Jesli dwa operatory A i A nie komutujg to znaczy [H,A] # 0, to funkcja v,
nie bedzie zwykle réwna zadnej funkcji wtasnej A ale mozna przedstawi¢
ja w postaci rozwiniecia:

M
Yo = Z Ck Pk
k=1

poniewaz funkcje ¢, muszg by¢ ortonormalne a funkcja y;,, unormowana
wspotczynniki ¢, muszg spetniaé warunek

M
Z crer =1
k=1

2.51
Ale jest nadzieja (matematyczna) ...
Postuluje sig, ze jesli funkcja falowa v, ma postac dang rowna-
niem
M
Yo = Z CkPk
k=1
to wyniku pojedynczego pomiaru wielkosci A nie da sie przewi-
dziec, a funkcja falowa po pomiarze staje sie funkcjg wtasng od-
powiadajgcej zmierzonej wartosci wiasne; . ..
Mozna natomiast okresli¢ jej warto$¢ srednig (spodziewang):
_ JviAydr
= Tyar o
2.52
Przyktad
Wektor stanu dany jest jako superpozycja:
= ch|En>
Pokaz, ze:
= Z |Cn’2En
Rozwigzanie:
(H) = <‘V|I:I|‘l/> = ZC;Cn<Em|I:I|En> = ZC;CnEnémn
= Z |Cn|2En
2.53
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Jesli nasza obserwabla zalezy wytacznie od potozenia ...

...to wyrazenie na wartos¢ Srednig jest identyczne jak w fizyce klasycz-
nej. Jesli podzielimy catg przestrzen na nieskonczenie wiele elementéw
objetosci dt to warto$¢ Srednia bedzie réwna sumie iloczynéw warto-
§ci funkcji w punkcie P i prawdopodobienstwa napotkania czastki w tym

punkcie.
- LRV PPt
W (P)*y(P)dT
2.54
Przyktadowy wynik pomiaru energii
E
Jesli ¥ = %1//1 + ?%,to
2
1)\ 2 V3 7
(E) = (2> Ei + <2> Ey = 1
By =2 Ay (x) = E2ys(x)
(E)=;
£ =1 Ay (x) = E1yi (x)
X
2.55
2.5 Spin
Doswiadczenie Sterna-Gerlacha
’ piec
szczelina
5ErL.r11!e{ﬁ L
;(?I[]P](CI)’”( “hs > .:;311r - —\—i\!‘
nigjednorodne 3 iy
po\ew tyczne %ﬁ””;i'
w polu
%‘gzraﬁcnﬂa beijo\a @ oczekiwany klasycznie
<> wynik eksperymeniu
2.56
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Pocztowka od Gerlacha do Bohra

ZZ"""" /W Wi

Juite /10 1p2s. ) Feu enge shinasecudelle k,,,,{am
BWVW%’ W/( ;

Dotychczas omawiany zestaw liczb kwanto-
wych {n,l,m} nie pozwala na petny opis reje-
strowanych widm atomowych. Do petnej inter-
pretacji konieczne jest zatozenie, ze elektron
posiada jeszcze wewnetrzny moment pedu od-
powiadajacy liczbie kwantowej s = 1, co daje
wypadkowy moment pedu:

o3 (341) =

ktdérego rzut na wyrézniony kierunek moze przyjmowac dwie wartosci:
S, = £3h.

Spin i zakaz Pauliego

W 1925 r. Wolfgang Pauli na podstawie analizy widm atomowych metali
alkalicznych doszedt do wniosku, ze dwa elektrony nie mogg zajmowac
tego samego stanu kwantowego. Prowadzi to do prostego wniosku, ze
funkcja falowa elektron6w (a w istocie wszystkich fermionéw) musi by¢
antysymetryczna

‘P(Xl,Xz,...,XN) = —‘P(Xz,xl,...,XN)

poniewaz taka funkcja falowa musi by¢ réwna zeru dla dwoch “identycz-
nych” elektronéw

Y(xy,xq,...,xy) = —¥(x1,X1,...,xy) =0
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2.59

2.6 Operatory unitarne

Transformacja unitarna

) Czy istnieje operator, ktéry zachowuje iloczyn

wewnetrzny dwdch wektorow stanu?
L o) (vl9) = (Owl09)

Tak. Przyktadowo dla dwdch wektoréw ich ro-
tacja zachowuje niezmieniong dlugos$c¢ i kat miedzy nimi a zatem
i iloczyn skalarny.

|wl[¢]cos (6) = [0 y]|0¢]|cos (6y)

W ogélnosci operatory, ktére zachowujg iloczyn wewnetrzny (y|¢)
to tzw. operatory unitarne (ktérych sprzezenie hermitowskie jest
rowne ich odwrotnosci):

0t =0

Operatory unitarne reprezentujg niejako uogolnione rotacje.

2.60

Warunek U" = U~ zachowuje iloczyn wewnetrzny
2 A A PN A 1A N
(W]o) = (Uy|U|¢) = (w|UT0|9) = (w|U~'U|¢) = (yli|¢)
(UylU[9) = (vl]9)

Rozwazmy nastepujgce zagadnienie wlasne
Ulo) = 1|o)

gdzie (w|w) = 1. Zadziatajmy U na ten iloczyn:
(Uo|lUo) = (Ao|lo) = A1 (o|o) = [A]* =1

Wartosci wtasne operatoréw unitarnych majg jednostkowg magni-
tude (stad nazwa “unitarne”). Co zrozumiate skoro wartosci wta-
sne skalujg dtugos¢ wektora.

2.61
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Co reprezentuja iloczyny wewnetrzne w QM?
Co do zasady iloczyn wewnetrzny dwoch wektorow w mechanice kwan-
towej reprezentuje prawdopodobienstwo

(Eilw)[* = P(E})

zatem dziatanie operatorow unitarnych na iloczyn wewnetrzny zachowuje
prawdopodobieristwo
(OE|Uy) | = P(E)
({Oy|0y) =1
W szczegdInosci operatory rotaciji R(0), translaciji 7 (@) i ewolucji czasowe;
U(t) powinny by¢ unitarne aby zachowaé prawdopodobienstwo.

2.62

2.7 Generatory

Czym sg generatory w mechanice klasycznej?
d

E~ — -
o P ox

0 0
X~ — L~ —

dp d0

Wektor stanu y(q,t) w QM vs. Lagrangian £ (t,x,x)
Wektor |y) reprezentuje stan uktadu kwantowomechanicznego,
mozliwe potozenia x, pedy p, energie E etc.

lv)

W mechanice Newtonowskiej nie ma ona swojego odpowiednika.
Analogiczng role petni Lagrangian .#, w ujeciu Lagrange’a, odwo-
tujgcym sie do zasady najmniejszego (ekstremalnego) dziatania
Hamiltona:

Z

2.63

Lagrangian £ (t,x,x)
Lagrangian to funkcja .Z(t,x,x) reprezentujgca stan klasycznego
uktadu mechanicznego, zalezgca od czasu ¢, potozenia x(z) i pred-
kosci x() czastek w uktadzie, zdefiniowana jako réznica pomiedzy
ich energig kinetyczng i potencjalng:

1

<= Em)'c2 —V(x)

Trajektorie x(r) determinujg punkty stacjonarne catki dziatania:

Si2) = [ ar s (e.x(0),5(0))

1
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X(t) determinuje catka dziatania S|/
Ly

S[L] = /f /’ dt L(t,z(t), (1)) S[L] = /f dt L(t,x(t),2(t))

r(t) S[L] r(t) S[L]

~

Funkcja x(z), dla ktorej S[.Z] jest stacjonarna spetnia rownania
Eulera-Lagrangea:

t : t
;

02 _dox
ox dr ox
wstawiajgc .£ = %mxz —V(x) otrzymujemy:

—d‘;ix> = E(mx) ~mi=ma=F

Interpretacja .
Interpretujac . jako stan naszego uktadu to zmiany pedu czgstek
zwigzane sg ze zmianami . wzgledem potozen:

7 _a
ox _dtp
P2

z kolei wstawiajgc . = > V(x) otrzymujemy:

83_3 d
m

dp

EX

Innymi stowy jesli ¢ i x sg state to analiza zmian stanu ukfadu .
wzgledem pedu jest rbwnowazna analizie zmian potozen w cza-
sie. Zmiany potozen (translacje) sg zwigzane ze zmianami mo-
mentu pedu.
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Interpretacja .
Nieco bardziej zawita jest interpretacja zaleznosci . od czasu:

d ) 0% 0%Ldx 0L dx
gL Gx0),30) = -+t e

_9Z 0% 0% ds
~or ox Yo% ar

02 d (02 oz
“or Tar\ox ) T ox ar
0% 4 (02,
~or Tar\ox "
0¥ d (0L d
7%(%’“)—#”
0% d < . d . d

Analogicznie analizujgc stan uktadu .# dla statych x i p analizu-

jemy zmiany energii E w czasie.
2.67

Zatem czym sg generatory w mechanice klasycznej?
E~— p~ %

ot
L9 .9
9 26

Innymi stowy zalezno$¢ . wzgledem jakiego$ parametru fizycz-
nego jest rownowazna ewolucji czasowej sprzezonego parametru.
Ped generuje translacje, moment pedu rotacje a energia (Hamil-
tonian) jest generatorem ewolucji czasowej etc.

oL 4 97 _d
ox _ dit op ar
0L __d, 07 4,
ot  dt 90 dt
Jedli ¢ <= |y), to intuicyjnie operator energii generuje ewolucje
czasowg stanu uktadu:
d N
- ~ E
Ll

2.68
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2.8 Roéwnanie Schrédingera

Operator ewolucji czasowej U (t)
W mechanice klasycznej energia generuje ewolucje czasowg

uktadu: 5% p
= E

ot dt
Aby opisa¢ ewolucje czasowg stanu uktadu kwantowomechanicz-
nego |y(r)) konieczne jest wprowadzenie odpowiedniego opera-
tora — operatora ewolucji czasowej U (¢), ktdry dziatajgc na wektor
stanu propaguje ten wektor w czasie:

0(2f5)v) = [w(2fs))

2.69

Operator ewolucji czasowej U (t)
Jakie wtasciwosci powinien mie¢ U (¢)?

« U(0) powinno zwrécié niezmieniony |y)

0(0)ly) =y)~0(0)=1

« Ewolucja w czasie jest odwracalna a zatem musi istnie¢
0-'(r)

» Propagacja wektora stanu powinna zachowac probabili-
styczng interpretacje (zachowa¢ catkowite prawdopodobien-
stwo)

{UnylU()y) = (vly) =1
Jest to cecha operatoréw unitarnych!

2.70
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Operator ewolucji czasowej U (t) jest unitarny
Propagacja wektora stanu powinna zachowac probabilistyczng in-
terpretacje (zachowac catkowite prawdopodobienstwo)

OO (0)y) = (yly) =1

Jest to cecha operatoréw unitarnych!

({Oy|Uly) = (w|TTy) = (yly)

(W|UTT|y) = (ylily)
(W|TTy) — (wiily) =0
(W00 —1ly) =0

Mozna pokazaé, ze operator UTU — I jest hermitowski:?

(10— 1) = (070) —F =070 1

dsprzezenie hermitowskie iloczynu oznacza zmiane kolejnosci i dystrybucje
sprzezenia

2.71

Operator ewolucji czasowej U(t) jest umtarny
Poniewaz operator U'U — I, nazwijmy go A, jest hermitowski, po-
siada ortonormalng baze funkcyjng {|a;) }
(W00 —I|y) =
(wlAly) =

Roéwnanie to musi by¢ spetnione dla dowolnego stanu, a zatem i
dla dowolnego |a;), gdzie A|a;) = Aila;)

<ai|A|al~) =0~ <a,~|/’t,-|a,-> =0~ }Li<ai|ai> =0~ QLZ' =0

Warto$ci wiasne A sg réwne 0! Zatem dziatajagc na dowolny wektor
stanu |y)

A|l// AZc,|a Zciﬁ|ai> = ZciO\ai) =0

2.72
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Dziatanie operatora U (1)
Rozwazmy dziatanie operatora U(t) dla infitezymalnie matej
zmiany czasu dr. Pozwoli to rozwing¢ operator w szereg Taylora:

0ar) =0 <> 010y + (s
U(dt) = ( )dt + O/(dt?)
O a0 91+ + Gl
() =)+ 00)dly) + Ga)|y)
(@)~ 1) = 00)dly) + Ga)|y)
2
W) =)0y 290
_ . % 2
tim G =00+ fim S5

S =00)w)

Dziatanie operatora U (t)
Nie wykorzystaliSmy jeszcze unitarnosci operatora ewolucji cza-

sowej. Rozwazmy wpierw unitarno$¢ rozwiniecia Taylora:

P= (1407 (0)dr+6(ar)) (1+0/(0)dr + b(ar?)
N

A zatem operator ewolucji czasowej jest antyhermitowski! tatwo
sprawdzi¢, ze iloczyn takiego operatora z jednostkg urojong i daje
operator hermitowski:

Dziatanie operatora U (1)
Wracajgc do wyprowadzonego réwnania rozniczkowego otrzymu-

jemy:
d A
2w =00)v)

“wr= (%) 1w

d .
i ly) =Hly)
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Ewolucja czasowa wektora stanu

Zaktadajac jedynie odwracalno$¢ ewolucji czasowej i zachowanie
catkowitego prawdopodobienstwa otrzymaliSmy prawie kompletne
RS - ewolucja czasowa wektora stanu jest rowna dziataniu jakie-
gos$ operatora hermitowskiego na ten wektor:

d, .
i ly)=Hly)

Aby ustali¢ jakg wielko$é fizyczng reprezentuje operator A mu-
simy odwota¢ sie do fizycznej intuicji z mechaniki klasycznej w
ujeciu Lagrange’a:

¢  d

ot dt
W mechanice klasycznej to energia generuje ewolucje czasowg
uktadu a zatem H to Hamiltonian. Pozostaje jeszcze wprowadze-
nie statej zapewniajacej odpowiednie jednostki:

od
ih—|w) = H|y)

2.9 Czastka swobodna

Czastka swobodna w jednowymiarowej przestrzeni
Rozwazmy czgstke poruszajgca sie swobodnie w nieograniczonym jed-
nowymiarowym obszarze w statym (a wiec réwnie dobrze zerowym) po-
tencjale. Hamiltonian czastki mozna wtedy zapisa¢ nastepujaco:

n d?
T 2mdx?

a réwnanie Schrddingera
d? 2mE,,
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Liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
Prosty przyktad takiego rownania to:

Py
— +ky=0

dx? TRy
Aby je rozwigzac zaktadamy, ze y = exp(lx) co po podstawieniu prowadzi
do

(P+K)y=0
czyli, ze | = tik i y = exp(+ikx). Mamy wigec dwa niezalezne rozwigzania a
poniewaz nasze réwnanie rézniczkowe jest liniowe ich liniowa kombinacja
jest réwniez jego rozwigzaniem:

y =A™ + Be ™ |ub korzystajac ze wzoru Eulera
y = Ccoskx+ Dsinkx

2.78
Wracajac do naszego rownania ...
d? 2mE,
g ) = 5 )
jego rozwigzaniem jest funkcja falowa
W, (x) = Ae'*r* 4 Beikn*
gdzie k2 = % Poniewaz nie wystepujg zadne warunki brzegowe, nie
ma wiec ograniczen dla wartosci E,,.
2.79
Przyktad
Aby zrozumie¢ znaczenie wspotczynnikdéw A i B wyznaczmy war-
toSci wlasne operatora momentu pedu przyréwnujac je kolejno do
zera:
JedliB=0
~ . hdq’n(x) o hd ikyx tkpx __
JesSliA=0
. hd¥,(x) hd _ _; .
PYnlx) = = ;x( ) _ ~-Be k¥ — _k,hiBe”** = —k, AW, (x)
Jak wida¢ funkcja falowa ¥,(x) jest superpozycja dwéch funk-
cji wkasnych operatora momentu pedu odpowiadajgcych czgstce
poruszajgcej sie z tg samg predkoscig w kierunku dodatnich lub
ujemnych wartosci x.
2.80
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Stan czastki swobodnej opisuje pakiet fal

Jesli energia czagstki swobodnej (jej ped) nie jest doktadnie znana lub jesli
sprébujemy jg zmierzy¢, stan czagstki nie bedzie juz opisany falg mono-
chromatyczng a raczej superpozycjg szeregu réznych fal

‘P:chl[/n

Pakiet taki zlokalizowany bedzie w przestrzeni poniewaz wszedzie poza
matym obszarem (Srodek ktdrego porusza sie ze Srednig predkoscia <
p > /m) dojdzie do wygaszenia si¢ fal v, w wyniku interferenc;ji.

<p>=1 <p>=05

2.10 Czastka w pudle potencjatu

Jeden z najprostszych przypadkéw dla ktorych rownanie Schrddingera
mozna rozwigzac analitycznie to czgstka w nieskonczonym jednowymia-
rowym prostokgtnym pudle potencjatu.

V(x) =teox A VA{x) = oo

Réwnanie Schrodingera dla czastki w nieskonczonej studni poten-
cjatu
Jest w zasadzie identyczne z tym dla czastki swobodnej . . .

d? 2mE,
g ) = )

tym razem jednak funkcja falowa musi spetnia¢ pewne warunki brzegowe
- w szczego6Inosci zanika¢ wyktadniczo na nieskonczenie matej odlegtosci
na granicach studni.
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Roéwnanie Schrodingera dla czastki w nieskonczonej studni poten-
cjatu

Proste wyjasnienie daje zapisanie rownania Schrédingera dla obszaréw
z nieskonczonym potencjatem:

W d?
—%@‘Pn(x) = (E —o0)¥y(x)

Jesli wiec ¥, (x) jest funkcja klasy Q pochodna po lewej stronie musi by¢
skonczona a wtedy ¥, (x) =0

Jesli rownania rézniczkowe sa takie same ...
...to i rozwigzania powinny by¢ takie same:
¥, (x) =Aexp <i%x> + Bexp (—i%x)

= Ccos (p;x) + Dsin (p;c)

...zZmienia sie jedynie warunki brzegowe:
¥,(0)=0azatemC=0
W¥,(L) = Dsin <%) =0 a zatem p, = @

¥, (x) = Dsin (%x)

Stala D znajdujemy z warunku normalizaciji
1

L L oo . 5/mx 2
1:/ l[/*l//dx:/ D~ sin (—) dx = —-LD
0 0 L 2
2

~  yp(x) = \/;sin (%)

Aby znalez¢ energie wystarczy podstawi¢ nasza funkcje falowa do
rownania Schrédingera

H? dz\/z, niwx 2 . /n7ix
—_—— —sm<—):E —s1n<—)
2mdx?\ L L L L
_ (nmh)*  n*K?
- 2ml?  8ml?

Whnioski?

» Energia moze przyjmowac jedynie dyskretne wartosci (sg
one tym gesciejsze im silniejszy jest potencjat lokalizujgcy
czastke i im szersza jest studnia potencjatu)

» energia kinetyczna czastki zamknietej w dowolnym obsza-
rze przestrzeni nie moze by¢ réwna zeru
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2.88

Proste zastosowania - FEMO
AE = En+l - En
E W2

= W ((n+l)27n2)

2

AE = (2 1
(o )Smaz

|
E, — 22p2 k (x)

2 —_ VM Sf- X
S L2 T \\// LFA
~ \

_ 1242
8m,L?

5
|
@=

4
<
S

%
=

2.89

Przyktad czgsteczki butadienu
Maksimum pasma absorpcjnego dla
E/ e przejécia T — n* dla czgsteczki butadienu
8ml?T & E3=9  CH,=CH-CH=CH, oszacujemy przyj-
hv=AE  mujac, ze Re_c = 1.46A, Re_¢c = 1.34A.
— E2=4  Szeroko$é pudta szacujemy jako sume
+ Er =1  dtugos$ci wigzan, dodajac po pét wigzania
na koncach: L = 5.48A. Poniewaz mamy
4 elektrony &, najnizsza energia wzbudzenia to:
h? _he

hv

AE=Ey—Ey=(5)g »=hv=">

Tak wyznaczona dtugos¢ fali odpowiadajgca maksimum pasma
absorpcyjnego wynosi 198.1nm i jest juz bliska wartosci 210.0nm
obserwowanej eksperymentalnie. Traktujgc elektrony w tym mo-
delu jako czgstki niezalezne, znajdujemy rozktad gestosci elektro-
nowej p(x) w stanie podstawowym jako:

41 . T ) 27
v 20— o 5 (3]

x/A

| Na
& C C C
1 5

2.90
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Czastka w pudle cyklicznym

Zmieniajac nieco warunki brzegowe rozwigzania dla czgstki w
jednowymiarowym pudle potencjatu mozna pokusi¢ sie o opis
czgsteczki benzenu w przyblizeniu FEMO. Tym razem bedziemy
chcieli niejako "zszyC"ze sobg oba konce studni potencjatu wpro-
wadzajgc w ten sposob periodyczne warunki brzegowe. WarunkKi
jakie musi spetnia¢ nasza funkcja to:

%@z%@}M
¥, (0) =y, (L)

AsinkO+ BcoskO = AsinkL + BcoskL
AkcoskO — BksinkQ = AkcoskL — BksinkL }

AsinkL+ B(coskL—1)=0 | sinkL (coskL—1) 0
A(coskL—1) —BsinkL =0 (coskL—1)  —sinkL |
CO prowadzi do:
2n)h?
coskL—=1 ~ kL=2n1 dla n=0,41,42.... E,— Z0"
8ml?

Czgstka w pudle cyklicznym
Ogolna postac funkcji falowej to v, = Asin % + Bcos %

L
WOZBMIVOZ\/%gdyZBZ/ dx=1.
0

Kolejno korzystajac z (nie)parzystosci funkcji (sin)cos mozna za-
pisac:

2nmx 2nmx
+ Bcos

Yu>0 = Asin
2|n|mx 2|n|mx
Bco
L

Poniewaz dla dowolnego n obie funkcje majg te samg wartos¢
wiasng energii mozemy wzig¢ ich dowolng unormowang liniowg
kombinacje, np. dodajac i odejmujac je od siebie, co prowadzi (po
wyznaczeniu statych A i B) do:

1 L — %sin Z”L”x dlan>0
lP() — Z

Y,c0= %cos% dlan<0

Yu<o = —Asin
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Czastka w pudle cyklicznym

W2
E/ 8meL?

N\ L o
E =4 %\\>O/W Eq =

AE:EnJrl —E,
i 2
AE = (2 1
(2n 1t )Zma2

Wo(x)

Przyktad
Oblicz dtugosci fal odpowiadajgce maksimum absorpcji dla prze;j-
§cia  — m* w czgsteczce benzenu w przyblizeniu metody FEMO.

Diagram energetyczny

h2
E/ 8m L2 T— = Eir = 16

_ hc
hv o A-max

] n
Amax - EzicE]

4 HE =4
H Ey=0

“Szerokos¢” studni jest rowna dtugosci 6 wigzan!

L=6-14-10"13
(4 -2MR* ke

AE = —
8m,L? Aomacx
8m,cL?
= =194
max 124 94 nm

Warto$¢ eksperymentalna maksimum pasma absorbcji 'nz* wy-
nosi ok 178nm. Warto podkresli¢, ze w przypadku cyklicznych
uktaddéw szeroko$¢ studni jest rowna sumie dtugosci wigzan, w
przeciwienstwie do quasi-liniowych polienéw, gdzie dodawalismy
po po6t wigzania na koncach.
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Rozdziat 3

Struktura elektronowa i oscylacyjna
czasteczek

3.1 (Nie)zalezne od czasu rownanie Schroédingera

Czasowa ewolucja wektora stanu
Czasowa ewolucja uktadu kwantowo-mechanicznego jest opisana zalez-
nym od czasu rownaniem Schrédingera

_9W(71)

= H¥Y (7.t
h— (1)

Znajomosc¢ wektora stanu w danej chwili czasu 7, pozwala przewi-
dziec jego ewolucje w czasie

V(7 1 +dt) = V(7 1) — %H‘Pdr

Niezalezne od czasu rownanie Schrédingera
Jesli hamiltonian nie zalezy od czasu, mozna formalnie rozdzieli¢
zmienne przestrzenne i czasowe:

AR
% Ay(®)f() dlaf #H(r)
g L f) _Hy() _

fle) ot y(r)

Hy(7) =Ey(7) — 2 — __Edt
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3.2 Hamiltonian molekularny

W nierelatywistycznym przyblizeniu informacja o wifadciwosciach
kwantowo-mechanicznego uktadu w danym stanie stacjonarnym zawarta
jest w rozwigzaniach niezaleznego od czasu réwnania Schrédingera

H,¥(r,0;R) = €¥(r,0;R)

Dla wieloelektronowych uktadéw molekularnych:

- Z Zy 1
}, N / R e N— "
n Te Van Ven Vee
v

Poniewaz hamiltonian nie zalezy od wspétrzednych spinowych, rozwig-
zanie mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j:

¥(r,0;R) = y(r;R)¢(0) gdzie{ (o) = ({01[(2] .- (on. ) [S)

3.3 Podziat Borna—Oppenheimera

Z uwagi na duzg réznice mas, elektronowe stopnie swobody odpowiadajg
w sposoOb natychmiastowy na zmiany w konfiguracji jgder atomowych. V,,
jest zatem (zwykle) modyfikowany przez ruch jgder adiabatycznie i ruch
ten (zwykle) nie prowadzi do zmiany stanéw elektronowych.

He (R) - Te + Ven + Vee

W konsekwencji rozwigzania elektronowego réwnania Schrddingera, opi-
sujgcego ruch elektrondw w polu nieruchomych jader atomowych, zalezg
(w dobrym przyblizeniu) parametrycznie od jgdrowych stopni swobody.

H,(R)9a(r;R) = Ea(R)¢a(r:R)
Tak wyznaczone widmo adiabatycznych stanéw elektronowych tworzy

kompletny zbidr funkcji bazowych w elektronowej przestrzeni Hilberta, w
ktérych mozna rozwing¢ molekularnq funkcje falowg

Z%‘l )0a(r;R)

Podstawiajgc wspotczynniki rozwiniecia do réwnania Schrdédingera otrzy-
mujemy:

Hy(R)Y(r;R) = (He(R) + Ty + Vi Z%a )9a(r;R)
—Z R) +Vun] Xa(R)Pu(r;R)
+2Tn%a )9a(r:R)

—£Zxa )a(r;R)
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Mnozenie lewostronne przez ¢, (r; R) i catkowanie po wspoétrzednych elek-
tronowych prowadzi do:

[ dr gy (R E W (r3R) =[E0(R) + Vi 26(R)
+ [ dro (R Tu(r R 2a )

=&xp(R)

gdzie:
T2@a(r:R) Xa(R) —Z

2M ¢a(” R)xa(R)

+2[Py¢u(r:R)|Pyxa(R)
+ 0a(r:R)Prxa(R)}

Ostatni czton w powyzszym réwnaniu to operator energii kinetycznej ja-
der T,, a pozostate wygodnie zebrac jest w formie tzw. operatora nieadia-
batycznosci sprzegajacego ruch elektronéw i jader atomowych

Oap :/d”%(F;R)Tn(Pb(r;R)
ZM% Vdr%(r;R)Pngbb(r;R) P

W konsekwencji otrzymujemy (wcigz doktadne) réwnanie na wspdtczyn-
niki x,(R):

(Tn +E, (R) +Van + ®aa )%a Z ®abXb )
b#a

ktére mozna zinterpretowac jako stacjonarne réwnanie Schrédingera dla
ruchu jader z x,(R) jako jadrowg funkcja falowg. Rozwigzanie tego row-
nania prowadzi do nastepujacego wyrazenia na molekularng funkcje fa-
lowa:

Z%aM (Pa r; R

gdzie oscylacyjna liczba kwantowa M nie jest przypisana zadnemu kon-
kretnemu stanowi elektronowemu.

3.4 Powierzchnia energii potencjalne;

Wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujgcy efektywny potencjat dla ruchu ja-
der w danym stanie adiabatycznym |¢,)

Ua (R) - Ea (R> + Vnn + ®aa

ktory definiuje hiperpowierzchnie w przestrzeni wspéirzednych jadro-
wych, tzw. powierzchnie energii potencjalnej

43

3.100

3.101

3.102

3.103




20

valence states

energy (1000 cm-1)

ground state

1 1
2 3 4

R (Angstrom)

Rysunek 1: Krzywe energii potencjalnej U, (R) dla r6znych elektronowych stanéw adia-
batycznych |¢,) w funkcji dtugosci wigzania R w dwuatomowej czasteczce (stan pod-

stawowy i stany zwigzane |,).

3.5 Przyblizenie Borna—Oppenheimera

W praktyce czesto mozna zaniedbaé sprzezenia nieadiabatyczne. Pro-
wadzi to do nastepujgcego przyblizenia:

Ha(R)%a(R) = (Tn + Ua(R))Xa(R) = EXa(R)

w ktérym jadra atomowe poruszajg sie w efektywnym potencjale U,(R)
wynikajacym z ich wzajemnych oddziatywan elektrostatycznych z innymi
jadrami i gestoscig elektronowa.

Adiabatyczna postaé funkcji falowej w tym przyblizeniu wydaje sie nie-
zmieniona:

(adi
Wa& ia) ; ZXaM ¢a r; R

jednak oscylacyjna liczba kwantowa M jest teraz przypisana konkretnemu
stanowi elektronowemu.

Rozwazajgc perturbacyjne rozwiniecie energii €, wzgledem operatora
nieadiabatycznosci ®,, jasnym jest, ze kiedy dwie powierzchnie adiaba-
tyczne zblizajg sie do siebie, przyblizenie BO prowadzi do katastrofy.

| 2

(adia) | XaM|®ab|XbN>
aM - aM +Z (adia) (adia)

aM bN

Analiza powierzchni energii potencjalnej

Analiza powierzchnia energii potencjalnej pozwala wnioskowac¢ co do na-
tury wigzania i dynamiki uktadoéw molekularnych.

Wprowadzmy dwie wazne wielkosci: wektor gradientu i macierz statych
sifowych (Hessa).

Ua(R) = {90U4(R) /IRy, ..., dUs(R)/IR3N,,. }
K( a) _ 9OU4(R)
" 9R,,0R,

(mn=1,...,3Nuc)
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3.6 Przyblizenie harmoniczne

Jednowymiarowy oscylator harmoniczny
Na czagstke o masie m w potencjale harmonicznym
V() V(x) = tk(x —x0)?, wychylong z pofoZenia réwnowagi

(x = xo) dziata sita proporcjonalna do wychylenia
U F:—Z—‘;:—k(x—xo)
X0 * Rozwigzaniami réwnania Schrédingera
wdo1,
(—wﬁ + Ekx ) Xn(X) = €n2n(x)

(dla n=0,1,2,...) sag funkcje

20 (y) = ApHy (y)e /2

. mk ]/4 1 n Zdn ) .
gdzie:y = (h—2> x,An:,/m,aH,,(y):(—l) e i€ Y to tzw. wie-
lomiany Hermita.

3.106
Wiasciwosci wielomianéw Hermita
> d" 2
Hn(y> = (_1)ney dy" !
pseudo-ortogonalnosé
°° 2
/ Ho(0)Ha()e ™ dy = VT2 1S
i rekurencja
Hy1(y) = 2yHy(y) — 2nHy—1(y)
3.107
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Dygresja - Oscylator Morse’a

V(x) Okazuije sig, ze réwnanie Schrédingera ma
rowniez rozwigzanie dla potencjatu zapro-
ponowanego przez Morse’a, ktéry jako-

|| D, > D, Sciowo poprawnie opisuje dysocjacje wig-

| ¥ zania w czgsteczce.
\' a>o

V(x) = D, e &x—0) (e—a(x—xo) _ 2)

D, jest tu gtebokoscig studni w minimum a parametr o zwigzany jest
ze stalg sitowg wigzania a wiec jej szerokoscig. Aproksymujgc potencjat
Morse’a potencjatem harmonicznym o statej sitowej k mozemy znalez¢
wartos¢ tej statej jako druga pochodna V (x) w minimum:

2
(d VS‘)) — k=20’D,
dx X=Xp

V(x) Rozwigzania istniejg dla stanu podstawo-
4 a’D,(x —x0)? wego i standw wzbudzonych, przy czym
\ / tylko czes¢ z nich jest akceptowalna (n =
Xo
y X 0,1,2,..., lyax)-

1 1\?
E,=hw, | n+=) —h.x. | n+ =
\V% Y Eo 2 2

We wzorze tym o, jest czestoScig harmo-
niczng a x, statg anharmonicznosci:

k 12D,
O=4/—=0u
\/; u
ho
X,

°~ 4D,

E, to tzw. energia drgan zerowych (ZPVE), a zatem energia dysocjacji to

Do =D, — E,
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Przyblizenie harmoniczne

W otoczeniu punktu stacionarnego R@ potencjat dla ruchu jader mozna
rozwingé w szereg Taylora Taylor wzgledem niewielkich odchylen wspét-
rzednych jgdrowych AR =R _R, (n=1,...,3N,,) Z potozenia réwno-
wagi R, Poniewaz wektor gradientu znika w R\@, obciecie rozwiniecia
na cztonie kwadratowym daje

3]\]1114( 1 a (a)
Uu(R) = )+ Y 5 Knn AR (AR}

mnl

gdzie macierz Hessa wyznaczona jest w R\@. Hamiltonian dla ruchu jader
w przyblizeniu adiabatycznym mozna zapisac:

3N, 2 3N,
nuc P nuc 1

mnl

3.7 Analiza drgan normalnych

Wygodnie jest zdiagonalizowaé operatory energii potencjalnej i kinetycz-
nej poprzez nastepujaca transformacje liniowa:

(a) _ —1/2 4 (a)
AR _%:M,, A dag

co prowadzi do nastepujgcej postaci H,, wyrazonego w tzw. (masowo-
wazonych) wspdtrzednych drgan normalnych

Ha = Ua(qa’g = 0) +Ha(mn)

gdzie Hamiltonian drgan normalnych dany jest
= ‘Z( @)

W powyzszym réwnaniu wprowadzono czestosci drgan harmonicznych
a)ag.

Dynamike ruchu jgder atomowych w geometrii rbwnowagowej mozna za-

tem interpretowac jako superpozycje niezaleznych drgan harmonicznych

wzgledem geometrii rownowagowej R odpowiadajacej g, ¢ = 0. Drgania

harmoniczne jgder atomowych w ramach jednej wspotrzednej normalnej

& majg te sama czestotliwos¢ w, ¢ choc rézne amplitudy, wynikajace z

réznic w ich masach. Oprécz 3N, — 6 drgan normalnych wystepuije jesz-

cze szes¢ wspotrzednych z zerowymi warto$ciami wtasnymi, ktére odpo-

wiadajg swobodnym translacjom i rotacjom.

Jadrowe rownanie Schrddingera mozna zatem rozwigzac dla danego adia-
batycznego stanu elekronowego poprzez faktoryzacje wzgledem wsp.
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Rysunek 2: Wektory przesunie¢ dla trzech wspétrzednych normalnych w czasteczce
wody (a)-(c). Roznice w amplitudach wynikajg z r6znic w masach atomowych.

drgan normalnych.

a2 @) = eav i (@)

z funckami wtasnymi w postaci iloczynowej:

2568 (q) = T xawve (due)
4

gdzie N to zestaw liczb kwantowych N = {N|,N,,...}. Funkcje wiasne dla
drgania £ dane sg przez:

Ao

1 2 2
XaN, (Qa,é) = exp{ <__Aa’ 4a, )}HN (Aa,éqa,é)
5 NN 2TesRes ) f7

gdzie /lazé = 0, ¢ /h a Hy, to wielomiany Hermita, a wartosci wiasne:

1
EN = %h(l)a’g <N§ —+ E)

3.113

energy

Rysunek 3: Jednowymiarowy potencjat harmoniczny wraz z funkcjami wtasnymi dla
niskolezgcych stanéw wiasnych w funkcji wspotrzednej normalnej g.

3.114
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Klasyczny opis drgan w czgsteczce 2-atomowej
Klasyczne wychylenie z potozenia réwno-

k
wagi (R) to ¢ = x, —x; — R. Aby wyrazi¢ La-
R =~ granzian L=T-V przez wsp. uogoélnione g i
X2

X1 ] = ilz_? korzystamy z:
. . R . —my .
g =Xy —Xx1 -~ X = m 4
0= mixXy + moxp Xy = mlTlmzq

mipmy .

A zatem, wprowadzajgc mase zredukowang u = T

D=1 —

mi + 33 } - { T =3ug’

T
Vv kq? V = likg?

Pozostaje rozwigzac¢ rownania ruchu Lagrange’a:

i(aL) oL =0, i=12,...f

dt \dg;) dqi
3.115
k W naszym wypadku liczba stopni swobody
f=1igq =q, zatem:
R i
X1 X2 d (dT\ _oT — A4
dt \ dq dq dq
Ostatecznie otrzymujemy identyczne rownania ruchu jak dla oscy-
lujgcego bloku o masie u:
pG—0=—kq
3.116

Przyktad: tryby drgan czasteczki wody (H,0)
Czagsteczka H>O jest nieliniowa (kat ok. 104,5°). Wygodnie jest uzywac
wspotrzednych wewnetrznych (dtugosci wigzan + kat).
Trzy gtowne tryby drgan

1. v; — symetryczne rozcigganie wigzan O—H,

2. v, —drganie zginajgce (zmiana kata H-O—H),

3. v3 — asymetryczne rozcigganie wigzan O-H.

(0]
(a) (b) (©)
Rysunek 4: Wektory przesunie¢ dla trzech wspétrzednych normalnych w czasteczce
wody (a)-(c). Rdoznice w amplitudach wynikajg z r6znic w masach atomowych.
3.117

Wspotrzedne wewnetrzne
Rozwazamy czgsteczke w ptaszczyznie:
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* r; —dtugos¢ pierwszego wigzania O-H,
* rp —dlugosé drugiego wigzania O-H,
* o — kat H-O-H.

Drgania wzgledem geometrii rownowagowej opisujemy przez wsp. we-
wnetrzne g;:

q1=Ar;, q=Arn, g3=AQ.

q1 Ary
q=|q | =1Arn|.
93 Aot
Energia potencjalna

W przyblizeniu matych drgan:

Zbiorczo:

1 1
V(q) =~ 3 Y kijqiq; = EqTKq.
ij=1

Dla prostego modelu H>O bierzemy:

(qu% + qu% +2krq192 + kaq%) )

ke ky O
K=k, k 0].
0 0 ke

* k, — stata sity dla pojedynczego wigzania O—H,
* k, — Sprzezenie miedzy dwoma wigzaniami,
* kg — ,SZtywnos¢” kata H-O-H.

V=

| =

Energia kinetyczna
Energia kinetyczna w wspotrzednych wewnetrznych ma posta¢ kwadra-

towa:

T=-q"Aq.
S Aq

W prostym modelu (dla drgah w ptaszczyznie):

T = [u(gl+4d3) + Hadi]

u 0 0
A=[10 u 0 |.
0 0 po

+ u — efektywna (zredukowana) masa dla rozciggania O—H,
* Uy — efektywna masa dla zginania (zmiany kata).

| =

50

3.118

3.119




3.120

Lagrangian i rownania ruchu

1 1
L=T-V=-q'Aq— -q'Kgq.
;4 AG—-a'Kq

Punktem wyjscia sg réwnania Eulera—Lagrange’a dla matych drgan. Warto
pamietac, ze Lagrangian jest skalarem. Rozwazmy czes¢ potencjalng La-
grangianu:

1
V==-q'K
2(1 q,

Gradient liczymy po sktadnikach wektora q = (g1, ...,g,)":

3V . 1 “a(q,‘qj‘) . ‘
Er E;J!K” Toa ;Kkﬂr

Jest to k-ty element wektora Kq. Analogicznie liczymy pochodng T po
pedach uogdlnionych, zatem:

d

dt
3.121
Lagrangian i rownania ruchu
Zaktadamy rozwigzania harmoniczne:
q(r) =acos(wr) = {=-0’q.
Podstawienie daje rdwnanie:
~w’*Aa+Ka=0.
(K—w?*A)a=0.
Nietrywialne rozwigzania istniejg tylko wtedy, gdy:
det (K— 0?A) =0
To jest uogdlnione zagadnienie wlasne, gdzie:
« Warto$ci wlasne w? dajg czestosci drgan normalnych,
» Wektory wtasne a definiujg ksztatty drgan. 4120

Tryb zginania
Ze struktury macierzy:

kr krr .u 0
K=|lk, k| ° ., A=]]0 pu 0
0 ka O ,u(x
widaé, ze g3 (kat) nie miesza sie z g1, ¢»:
2 2k
(kg — O Ug)az =0= 0y = —.
U
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0
3(2) = (0) = (O ~A«.
1

To jest tryb zginania (drganie kgta H-O—H). 3.123

Dwa tryby rozciagania
Dla czesci rozciggajacej (pierwsze dwie wspotrzedne) rozwigzujemy:

kr—@’u  kyy B
det ( krr kr o wzu - O;

(ky — 0*u)> — k2, = 0 = k, — 0> = £k, .
Dwie czestosci:

w%:kr+krr’ w’jz:kr_krr.
H H
3.124
Wektory wlasne — ksztatty drgan
Symetryczne rozcigganie (o)
2 kr + krr .
1 1
ay=a; = a(l):ﬁ (1) .
Oba wigzania O—H wydtuzajg sie i skracajg w fazie.
Asymetryczne rozciaganie (m3)
Dla @} = ——"":
1 1
a) = —ap = 3(3) = E —01
Jedno wigzanie O—H sie wydtuza, drugie skraca — przeciwfaza.
3.125

Wspoébtrzedne normalne
Macierz transformacji (kolumny = wektory wiasne):

1 1

VR
S=|L o —L
V2 V2
O 1 O

Definiujemy wspétrzedne normalne:

01
Q=|0| =5"q
03
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Dostajemy:
0, = %(gl +¢q>) (symetryczne rozcigganie),

03 = (asymetryczne rozcigganie),

%(QI —q2)

0> = g3 =Aa (zginanie).

Hamiltonian we wspétrzednych normalnych
Po odpowiednim przeskalowaniu w masowo wazonych wspétrzednych,
energia kinetyczna:

1S .
T:_ZQ%7
2k:l

energia potencjalna:

1 3
V=3 Y otor.
k=1
Definiujemy pedy kanoniczne:

P JdL s
Cao
Hamiltonian przyjmuje postac:

1 2 1 212

k=1
Interpretacja fizyczna

» Czagsteczka H,O ma 3 niezalezne drgania normalne:

Q1 < v; (symetryczne rozcigganie)
Q> < v, (zginanie)
Q3 < v3 (asymetryczne rozcigganie).

» We wspétrzednych normalnych Hamiltonian jest suma trzech nie-
zaleznych oscylatoréw harmonicznych.
« Zatem w ujeciu kwantowym:

Eppyvy = hooy (v1+ 1) +han (v2+ 1) +hos (vs+1) .

« Dla czagsteczki nieliniowej 3-atomowej (jak HoO) mamy 3 niezalezne
drgania normalne.

« Uzywajgc wspotrzednych wewnetrznych i macierzy A, K sprowa-
dzamy problem do uogélnionego zadania wtasnego.

» Wspotrzedne normalne Q. diagonalizujg zarébwno energig kinetyczna,

jak i potencjalna.
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» Hamiltonian staje sie sumag niezaleznych oscylatorow harmonicz-
nych.

Widmo IR czasteczki H,O
Widmo IR wody sktada sie z dwéch czesci:

« drgan wewnatrzczasteczkowych:

vi ~3657 cm~! (symetryczne rozcigganie)

v, ~ 1595 cm~!  (zginanie H-O—H)

1

vz~ 3756 cm~" (asymetryczne rozcigganie)

 drgan kolektywnych zwigzanych z siecig wigzan wodorowych (tylko w
fazie ciektej).

Ustalmy relacje pomiedzy drganiami normalnymi nalezgcymi do réznych
stanéw elektronowych.

Analogiczng analize do tej przeprowadzonej na powierzchni stanu pod-
stawowego U,—,(R), majacej minimum w R(&), mozemy przeprowadzi¢ dla
stanu wzbudzonego U,—.(R) dostepnego poprzez przejécie optyczne w
regionie R,

3NHML‘ 1 e e e
U(R) = U(R)+ Y EK,SUBARE,,)ARg)
mn=1

Zwigzek pomiedzy wsp. drgan normalnych w obu stanach mozna ustali¢
w perwszym przyblizeniu zaktadajac, ze ta sama liniowa transformacja

wspotrzednych kartezjanskich Afj? diagonalizuje hamiltonian dla obu sta-
néw

ARY =R, — R — (R = RE) = Y M, P4l (g — g )
£
Pozwalajac jednoczesnie aby czgstosci harmoniczne drgan o, ¢ byty za-

lezne od stanu elektronowego, mozemy zapisa¢ hamiltonian dla stanu
wzbudzonego nastepujgco:

e 1 e
He=Uelge = a¢)+5 ¥ (ph + 020 —a')?)
3
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energy

Rysunek 5: Przesuniete harmoniczne powierzchnie potencjalne dla dwéch stanow
elektronowych opisanych przez tg¢ sama wsp. normalng g

gdzie g, =g,z = q¢ | qée) =Ag,¢.

Rozwigzaniami stacjonarnego réwnania Schrédingera dla stanu wzbu-
dzonego sg teraz przesunietymi stanami oscylacyjnymi:

At 1,5 (e)y2
a5l iz 7))
5 JVE2VEN ! 27 :

x Hy, (Ao (qz —q5))

Przyjmujac, ze |x.m) i |xpn) Sa funkcjami wtasnymi drgan normalnych dla
danej wspotrzednej normalnej w stanach elektronowych a i b, mozna wy-
prowadzi¢ analityczne wyrazenia na catki naktadania miedzy tymi funk-
cjami, nazywane czynnikami Francka-Condona

-] (247)) £ £ 7

m=0n=
MINY
N M=) (N — ) MmN

gdzie Aguwy, =8a—8r 2 84(§) = —\/;zflq(;) jest bezwymiarowym przesunie-
ciem powierzchni energii potencjalnej stanu a.

Z uwagi na eksponencjalny prefaktor, dla dowolnej pary stanéw catka
naktadania (a wiec i sprzezenie miedzy nimi) maleje szybko ze wzrostem
przesuniecia miedzy ich powierzchniami energii potencjalne;.

)m+n

3.8 Hamiltonian w reprezentacji adiabatycznej

Ogolna posta¢ molekularnej funkcji falowej dana jest poprzez nastepu-
jace rzutowanie na kompletng przestrzen adiabatycznych stanéw elek-
tronowych:

Wmol r, R ZXaM ¢a r; R
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Reprezentacja molekularnego hamiltonianu w tej bazie to:

Hypor = Z (6abHa(R) + (1 - ) ab) |¢a><¢b‘

a,b

gdzie H,(R) i ®,, sa operatorami wzgledem wspoétrzednych jadrowych. 3.135
Jesli rozwiniemy hamiltonian w bazie stanéw adiabatycznych |y,y) =
|0 |xan) definiujacych funkcje falowa w przyblizeniu Borna—Oppenheimera:

Hyot = Y €| Wart)(Wan| + Y. Oupt o Want) (Win|
a,M aM ,bN

gdzie:
Ouson = [ AR L (R) | (073105) ~ K 31 (001%,100) 9| (R

widzimy, ze sprzezenie miedzy stanami mediowane jest za posrednic-

twem operatora pedu (tzw. sprzezenie dynamiczne) a jego obliczenia wy-

magajg znajomosci pierwszych i drugich pochodnych elektronowej funk-

cji falowe;j. 3.136
Sprzezenie dynamiczne jest zwykle mocno zlokalizowane we wsp. jadro-

wych i gwattownie rosngce (wrecz osobliwe), co pokazuje, ze charakter

stanu elektronowego zmienia si¢ gwattownie w wagskim zakresie prze-

strzeni konfiguracyjnej.

energy

Rysunek 6: Adiabatyczne (ciggte) i diabatyczne (kreskowane) krzywe energii poten-
cjalnej w funkcji wsp. jadrowej. Dla R << R, obie krzywe sg dobrze rozdzielone; dolny
i gorny stan diabatyczny nalezg odpowiednio do walencyjnego i repulsywnego stanu
elektronowego, podobnie jak potencjaty adiabatyczne U; i U,. Dla R >> R, charaktery
obu powierzchni zamieniajg sie wzajemnie.
3.137

Alternatywng dla adiabatycznej reprezentacji hamiltonianu molekularnego
jest tzw. diabatyczna reprezentacja.

Rozwazmy baze stanéw elektronowych ¢,(r;R(?)), gdzie potozenia jader
atomowych sg ustalone w geometrii R w przestrzeni konfiguracyijne;.
Funkcje te sg funkcjami wtasnymi H,;(R) jedynie w geometrii R(). Defi-
nivjgc H,;(R(") = H® hamiltonian elektronowy mozna zapisaé nastepu-

jaco:
He(R) = HO (RO)) +v(R,R)
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gdzie potencjat sprzegajgcy dany jest
V(R,R®)) = H,(R) — H" (R?)

a molekularng funkcje falowg w tej diabatycznej reprezentacji mozna za-
pisac jako:

Zm R)¢a(r;R©))

W diabatycznej reprezentacji wszystkie elementy macierzowe operatora
nieadiabatyczno$ci znikajg poniewaz diabatyczne funkcje bazowe nie sg
zalezne od geometrii. Sprzezenie pomiedzy ro6znymi stanami elektrono-
wymi jest mediowane przez operator V(R R(©)), ktérego elementy ma-
cierzowe dane sg V;(R,R")) = (¢z|V(R,R©))|¢;). W konsekwencii otrzy-
mujemy nastepujaca reprezentacje hamiltonianu molekularnego w bazie
diabatycznych stanéw elektronowych:

Hpot = Z (0apHa + (1= 8;5)Vap) |9a) ()
ab

gdzie
Hd(R) =T+ Ud(R>

jest hamiltonianem dla ruchu jader w stanie diabatycznym (¢;| z diaba-
tycznym potencjatem

Uai(R) = Ez(R©) + V,, + Vaa(R,R)

Reguta nieprzecinania sie

Diabatyczne krzywe energii potencjal-
nej (linie przerywane) przecinajg sie
w R.. Warunek przecigcia Uz(R) =
Us(R) moze by¢ w zasadzie spet-
niony dla dowolnego R. Jednak, je-
$li uwzglednic sprzezenie diabatyczne
V.5, Krzywe energii potencjalnej diaba-
tycznego hamiltonianu odpychajg sie
(ang. avoided crossing). To zachowa-
nie (linie ciggte) wynika z faktu, ze oba
warunki Uz(R) = U;(R) i V;(R) = 0 nie
moga byC spetnione jednoczesnie, za
wyjgtkiem sytuaciji gdy V. ;(R) znika z uwagi na symetrie diabatycznych
funkcji falowych.

Poniewaz zaréwno diabatyczny jak i adiabatyczny hamiltonian opisujg ten
sam uktad molekularny, adiabatyczne krzywe energii potencjalnej dla sta-
néw o tej samej symetrii rowniez nie moga sie przecigc.

energy
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Przeciecia stozkowe

Sytuacja ulega zmianie w wieloatomowych czgsteczkach, gdzie warunki
przeciecia U;(R) i V;;(R) = 0 moga by¢ jednoczes$nie spetnione nawet dla
standéw o tej samej symetrii. Generalnie dla N-wymiarowej powierzchni
energii potencjalnej do przeciecia moze dojsc¢ jedynie w N — 2 wymiarach
(lubN —1 jesli V;(R) =0 przez symetrig ).

Przyktadowo, na dwuwymiarowej powierzchni dwa stany elektronowe o
tej samej symetrii moga sie przecig¢ jedynie w jednym punkcie (N —2 =
0). Topologia powierzchni energii potencjalnej w otoczeniu tego punktu
nazywana jest zwykle przecieciem stozkowym (dyskutowanym po raz
pierwszy przez E. Tellera w 1937).

Relacja pomiedzy adiabatyczng i diabatyczna reprezentacja

mixing angle

adiab. PES

—
£
—

=M

‘I

diab. PES
nonad. coupl. (Qg

—
-
—_—
—
)
—

diab. coupling

noned. coupl. (Q )

© % o (

Rysunek 7: Rezultaty obliczeh kwantowo-chemicznych powierzchni energii potencjal-
nej dla stanéw elektronowych S; (n7*) i S, (n7*) pirazyny wzgledem wsp. normalnych
Osa | 0104 Wyznaczonych w stanie podstawowym. (a) Adiabatyczna powierzchnia po-
kazujaca przeciecie stozkowe, (b) diabatyczna powierzchnia, (c) sprzezenie pomiedzy
stanami diabatycznymi (V;5), (d) kat mieszania, (e) i (f) osobliwa cze$¢ sprzezenia nie-
adiabatycznego, dana jako pochodna kata mieszania wzgledem dwéch wsp. normal-
nych.

58

3.141

3.142




Rozdziat 4

Przyblizone metody wyznaczania
struktury elektronowe;

4.1 Metoda wariacyjna

W metodzie wariacyjnej wykorzystuje sie fakt, ze funkcjonat

(0| Hoy)
@lo) =~

jest ograniczony od dotu energig stanu podstawowego. Jesli zatem wyj-
dziemy od tzw. funkcji prébnej ¢;(xi, ... ,xu;¢1,...,cm), gdzie {x;} to wspot-
rzedne uogolnione (np. elektrondéw) a {c¢;} stanowi zbiér tzw. parametrow
wariacyjnych, to rozwigzanie zagadnienia wtasnego sprowadza sie do
minimalizacji funkcjonatu €[¢;].
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Naturalnie funkcja probna musi by¢ funkcjg porzadng ale poza tym w
zasadzie dowolng, przy czym im blizsza bedzie funkcji falowej stanu pod-
stawowego, tym lepszy bedzie rezultat. Jesli podstawimy teraz naszg
funkcje do funkcjonatu g[¢] i wyznaczymy wartoSci catek, to otrzymamy
funkcje g(cy,...,cn) bedaca funkcjg parametréw wariacyjnych. Pozostaje
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jeszcze znalez¢ jej optymalng postac, czyli zbiér parametréow {c;} mini-
malizujgcych warto$¢ funkcjonatu g[¢]. Wyznaczymy w ten sposob przy-
blizong postac funkcji falowej oraz energii stanu podstawowego.

de(cy,...,cm)  Od€(ct,...,cm)  d€(cr,... Cm) _o

dcy der den

Przyktad 1
Przyjmijmy, ze nie znamy doktadnych rozwigzan dla atomu wo-
doru i poszukujemy ich zaktadajgc funkcje falowg w postaci eks-
ponencjalnej:

y(r)=Ne ™

Wyznacz warto$¢ parametru wariacyjnego a. Hamiltonian zapi-
szemy we wspotrzednych sferycznych jako:

h21[82i 1 a< a) 1 82]_5

H=——|=— ——(sinf=— |+ —5—==
2 r? or 8r+sin939 - +sinzea(l)2 r

26

Poniewaz jednak nasza funkcja nie zalezy od katow 0 i ¢ Hamil-
tonian mozemy zapisacC nastepujgco:

H=——
2u

Rarar] T

h? {1 d 2d} e’

r

Funkcjonat energii zapisa¢ mozemy zatem jako:

(v|Hy)
ely] =
Y= i)
N5 Jo ozne_ar{—% [r%%ﬂ%] - é}e“”rz sin@drd0d¢
B szooofo”fozne_zarrz sin @ drd0d¢

h2
= —a2 — a€2

2u

Pozostaje znalez¢ optymalng wartos¢ parametru a i odpowiada-
jaca jej wartos¢ wiasna:

de hZ 2 4
—0=—a—¢> ~ a:ﬂ ~> Elz—ﬂ

da u H?

OtrzymaliSmy zatem rozwigzanie identyczne z analitycznym.
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4.2 Metoda orbitali molekularnych
Metoda Ritza - szczegdlny przypadek metody wariacyjnej

W metodzie tej zaktada sie funkcje prébng ¥ w postaci liniowej kombina-
cji znanych funkcji ¢ (np. orbitali atomowych):

‘chl¢1+02¢2+~-+cn¢n:Zci¢i (1)
i=1

przy czym {c;} stanowi zbiér parametrow wariacyjnych. Jesli H jest Ha-
miltonianem uktadu to funkcjonat energii mozna zapisa¢ nastepujaco:

<Z ci¢i|H '¢i> Z Z cicjHij
g(\P) _ l=ln n=1 _ l=nl ]TLI
< Y |y, Ci¢i> Z Z cicjSij
=1 i1

I
—_
~
I
—_

gdzie: H,'j = <¢,|H ‘¢J> oraz Sij = <¢,|¢j>
Wynik ten zapisa¢ mozna prosciej w nastepujacej postaci:

n o n n o n
SZZ’C?CjSijZZZCijHij (2)

Przy czym szukamy minimum funkcjonatu energii wzglegdem wszystkich
parametréw wariacyjnych. A zatem:

5 =0 da i=12,...n (3)

Aby znalez¢ parametry wariacyjne zr6zniczkujmy wzor (2) wzgledem wszyst-

kich parametrow wariacyjnych (np. c}):

i=1j=1 i=1j=

M=

n
Z’ CJS,J+£ ZZC cjSij = ZZC cjH;j

ll]j ll]]

Korzystajgc z (3) otrzymujemy uktad réwnan liniowych:
n n
€ Z c;jSij= Z cjHjj dla i=1,2,...,n
i= =1
ktéry mozna zapisac tez nastepujaco:

Z =0 dla i=1,2,....n (4)

61

4148

4.149

4.150




Minimalizacja funkcjonatu energii z funkcjg prébna postaci (1) sprowa-
dza sie zatem do rozwigzania uktadu n rownan liniowych jednorodnych w
ktérych niewadomymi sg wspétczynniki kombinaciji liniowej {c;}:

ci(Hii—€Si)+c(Hip—€S12)+...+cn(Hip—€S1,) =0
Cl (H21 —8521) “+c2 (H22 — 8522) +...+cy (Hzn —SSzn) =0

Poniewaz w powyzszych réwnaniach brakuje wyrazéw wolnych (jest to
tzw. uktad réwnan jednorodnych) pozwala on jedynie na znalezienie wzgled-
nych wartosci parametréow wariacyjnych: Z, ?, itd. 4.151

Warunek normalizacji funkcji falowej dostarcza brakujgcego réwnania nie-
jednorodnego:

(¥| ) <Zc,¢,

Nietrywialne rozwigzania uktadu réwnan (4) istnieje jesli znika wyznacz-
nik utworzony ze wspétczynnikéw przy niewiadomych:

Zc,¢]> ch ¢jSij=1

i=1j=

Hi — 8S11 Hi— 8512 .. Hy,— 8S1n
Hyi — €821 Hyp—€Sn ... Hyp— €S| _ 0
Hnl — 85,,1 an — 85,12 . Hy,— ESnn
4.152
Ostatecznie rozwigzanie uktadu réwnan Y'i_,c; (H;j—eS;;) =0 dla i =
1,2,...,n sprowadza sie do rozwiniecia wyznacznika:
Hyp—&S11 Hip— €512 ... Hipp— &Sy,
Hy1 — €521 Hxn—€Sn ... Hop— €S| _ 0
H, 1— SSnl Hn2 - 85}12 Hnn ESnn
i znalezienia wartosci parametrow {c;} korzystajac z rownania
n n
Z Z cicjiSij=1
i=1j=1
. . . . & L . 4.153
Metoda Ritza upraszcza sie znacznie jesli funkcje {¢;} tworzg uktad orto-
normalny t.j.
1 dla i=j
1o =8 =& =
<‘Pl‘¢]> ij ij {0 da l7é]
Prowadzi to do nastepujacego uktadu réwnan:
n
Z (Hij—€6;;) =0 da i=12,...,n
4.154
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Prosty przypadek
Znajdzmy wartosci energii dla funkcji prébnej postaci (np. dla cza-
steczki wodoru w bazie minimalnej orbitali 1s):

Y=cipr+cp
Mozna przyjaé, ze

Hyy = Hpy, Hi, = Hy
Sini=8»=1 Sp=581=S5§

Uktad réwnan wiekowych mozemy zapisa¢ nastepujgco:

ci(Hi1—¢€S11) + co(Hp—¢€Sp) = 0
c1(Ha—€S21) + c2(Hp—€S») = 0

lub prosciej
1 (HH —8) + (H12 — SS) =0
C1 <H12 — ES) + (Hll —8) =0
Prosty przypadek c.d.

Wyznacznik wiekowy:

Hyi—¢& Hpp—&S|

=0
H,—¢eS Hj —¢
czyli:
(Hyy —8)2 = (Hpp —85)2
stad:
Hi1+Hypp _Hy—Hpp
1= Ey=—"7—
1+S 1-S

Po podstawieniu E; do uktadu réwnan otrzymamy c; = ¢ a dla
E; odpowiednio ¢y = —cp;. Natomiast z warunku normalizaciji c%+
2¢1628 + ¢4 = 1 dostaniemy konkretne warto$ci:

1 1
C = C = — C = —(C = —
11 21 2(1+S) 12 22 2(1_5)
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4.3 Rachunek zaburzen

Rachunek zaburzen Rayleigha-Schrédingera
Rachunek zaburzen mozemy zastosowac jesli chcemy rozwigza¢ réwna-
nie Schrddingera dla k-tego stanu

Ay = Ey,

i potrafimy jednocze$nie znalez¢ rozwigzanie dla nieco uproszczonego
problemu
[0 W;EO) _ E/EO) %50)

oraz zapisa¢ Hamiltonian A dla naszego problemu w nastepujacej po-
staci:
aA=09140

gdzie A to Hamiltonian dla ktérego potrafimy znalez¢ rozwigzanie row-
nania Schrédingera (tzw. operator niezaburzony) natomiast A(!) repre-
zentuje niewielkie zaburzenie naszego uktadu.

Zaktadamy przy tym, ze funkcje %50) tworzg ukfad ortonormalny oraz do-

datkowo w celu uproszczenia obliczen przyja¢ mozna tzw. normalizacje
posrednig

0
(e ) = 1,
co pozwala zapisa¢ poszukiwang funkcje falowg w postaci rozwiniecia

Yi = W;EO)

+ cztony ortogonalne.
Wprowadzimy teraz pewien arbiralny parametr 0 <A <1 w Hamiltonianie:
A =A9+2AM + 2283
co prowadzi do: A
H(A)yi(A) =E(A) v (4)

Wprowadzenie parametru A pozwala na rozwinigcie energii i funkc;ji falo-
wej wzgledem tego parametru w szereg Taylora. Jest to tzw. rozwiniecie
perturbacyjne:

Ec(A)=EY 4 2ED + 22EP + .
L) = v + 2y 22 4
Po podstawieniu do rownania Schrédingera okazuje sig, ze rdwnanie to

spetnione moze byc¢ jedynie pod warunkiem, ze wspétczynniki przy jed-
nakowych potegach A po obu stronach rownania bedg sobie réwne.

(AO+280) (v + 2w 22y 4. ) =
(B + 2B+ 2260 + ) (w + 2w+ 2% + )
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Formalnie prowadzi to do nieskonczenie wielu réwnan ale w praktyce mo-
zemy te réwnania rozwigzywac sukcesywnie znajdujgc kolejne poprawki
do energii i funkcji falowej (zwykle bardzo dobre rezultaty uzyskujemy juz
dla drugiego rzedu rachunku zaburzen w przypadku energii i pierwszego
dla funkcji falowej).

(1)

1) 1)

-y +
(
k

£y BP0 +

_g0,@ w) —EP g

7(0) lVlgl) +ﬂ(1)%£0) _EIEO)IV/E
/E Yk

Rozwigzanie pierwszego z tych rownan (dla A°) znamy z zatozenia,
Oy =" k)  gdzie [k) =y

natomiast w celu znalezienia E,E]) wykorzysta¢ mozna rzutowanie pierw-
szej poprawki do funkcji falowej na kompletny zupetny zbiér ortonormal-
nych funkcji zerowego rzedu {|n)}

V=¥ aun)

Rownanie wynikajgce z warunku znikania wspoétczynnika przy 4! mozna
wowczas zapisac nastepujaco:

Y an(H® —EM) ) = (B — HD)|k) (5)

Wyznaczmy teraz iloczyn wewnetrzny obu stron réwnania z funkcja |k)
(tzn mnozymy lewostronie przez (k| catkujemy):

Zan<k|H<°> —E,£°>\n> = (kB — H)|k)

Zan 5kn = E( <k’H ’k>

7

g

0
EY = () HO k) = B
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Wyznaczmy teraz poprawke pierwszego rzedu do funkcji falowej (czyli
wspotczynniki a, w rozwinieciu y/,gl). Podobnie jak uprzednio mnozymy
lewostronie rownanie (5) przez funkcje (m| (tym razem roézng od (k|) i
catkujemy:

Y an(mH® —E|n) = (m|(EL" — HD)|k)

Y a(E — E)6 = BV 8 — (m HO [k

J/

-~

am (Et(nO)_E]EO))
Tylko jedna sktadowa sumy po lewej stronie jest r6zna od zera (dla m = n)

i i (1) :
a po prawej zostaje tylko catka H, /, zatem:

1 1
H(k) 1 g

= —— sy Yk
o _ g0 Y ;k £ _ g0

4.163

Wyznaczenie drugiej poprawki do energii E,Ez) jest analogiczne jak pierw-
szej. Nieznang druga poprawke do funkcji falowej rzutujemy na kompletny
zupetny zbidr ortonormalnych funkcji zerowego rzedu {|n) }

v =Y baln)

Réwnanie wynikajgce z warunku znikania wspétczynnika przy 2% mozna
woéwczas zapisac nastepujaco:

Y bu(HO —E) ) = (B — HO) k) + Y an(EL" — HD)|n)

4.164

Podobnie jak uprzednio domykamy rownanie z lewej strony funkcjg (k| i
catkujemy:

Y bu (k[ H® — E|n) = (k|(EL — H?)|k)
+Y an(k|E" — H W |n)

Y bu(E — B30 = B~ HP

n
N 7

0

+ Y an(E 80— H))

J/

znika?:lTa n=k

2) _ (2 (1)

=Hy' + ; anHy,
n#k

|
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Ostatecznie otrzymujemy nastepujace wyrazenia na pierwsze poprawki
do energii i funkcji falowej:

£ = (W) = HY

(1)
(1) Hmk
v, =) ——|n)
O-T ot
(1) (1)
2) _ (2 H, H,
EX =H;+Y) —k_kn_
k ke nng]EO)_Er(lO)

Przyktad 1

Elektron zamknigty w nieskonczonej studni potencjatu o dtugo-
§ci L poddano dziataniu jednorodnego pola elektrycznego &. Na
elektron dziata wiec sita —e& a potencjat pomigdzy x=0a x=1L
wynosi V = e&x. Znajdz energie stanu podstawowego w pierw-
szym rzedzie rachunku zaburzen.

N w* d?
H=—— &
2m dx? +€\/§
a0
A0

poniewaz: E,” = e oraz ¥ = \/zsin (ﬂX)
8mL? L L
e&L

L L
a B = [ vO80w av=ee [ ylxyl® dx—es ) =
0 0

znajdujemy:

2
(0) 1y h e&L
bbb ety

4.4 Wyznacznikowa funkcja falowa

Struktura elektronowa atomu He

Rozwazmy strukture elekironowg najprostszego uktadu dwuelekirono-
wego — atomu helu (Z = 2).

Hamiltonian elektronowy dany jest:

1 2 1 2 1
H!=_—_Vi_-— __vi_=
2 o2 ra o |r—r|
h(r1) h(r)

gdzie h(r;) = k(i) to jednoelektronowy hamiltonian.
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Nieznane jest analityczne rozwigzanie zagadnienia wtasnego

HV’(I’l ,12) = Ey(ry,r2)

Z uwagi na czton =] rl‘ o L zalezacy od wsp. obu elektronéw.

Jesli jednak zaniedbamy na moment w hamiltonianie ktopotliwy czton od-
pychania elektronowego, to hamiltonian elektronowy da sie zapisa¢ w po-
staci sumy hamiltonianow nieoddziatujgcych elektronow.

H = h(ry) +h(ry)

Jesli hamiltonian zapisany jest jako suma niezaleznych cztonéw to jego
funkcja wtasna jest dana w postaci iloczynowej:

(A(r1) +h(r2)) y(ri,r2) = (h(ry) +h(r2)) wi(r) ya(r2)
= (E1 + E2) yi1(r1) ya(r2)

gdzie

h(ri) yi(r:) = E;yi(r;)
to zagadnienie wtasne dla atomu wodoropodobnego o znanych rozwig-
zaniach.
Traktujgc odpychanie elektronéw jako zaburzenie w zdegenerowanym
uktadzie dwustanowym,’ w pierwszym rzedzie dostajemy nastepujgca
poprawke do energii uktadu:

B = ()Y (ra) v () () = I

Catka kulombowska

Czton J nazywamy catkg kulombowskg, gdyz odpowiada ona potencja-
towi odpychania kulombowskiego dwoch dyskretnych rozktadéw gestosci
elektronowe;j:

1
7= [ arydes jyi ()P v (e)P

J— /dr dr, p1(r Pz(l'z)
Cr-rn|

Catkowita energia atomu helu w stanie podstawowym, odpowiadajgcym
konfiguracji elekironowej 1s%, wyniosta w przyblizeniu:

E=FE +E+J
Obliczona wartos¢ catki kulombowskiej to J = 2.50hc#, a zatem
E=(—4—4+25)hc# =5.5hc#

Warto$¢ ta odpowiada —7220 kdmol~! i jest, biorgc pod uwage zastoso-
wane przyblizenia, dos¢ bliska sumie wyznaczonych eksperymentalnie
pierwszego i drugiego potencjatu jonizaciji, wynoszacej —7619 kJmol~—!.2

"Patrz rachunek zaburzen
2Warunkiem zbiezno$ci rachunku zaburzen w niskich rzedach jest niewielka warto$¢
zaburzenia, a tu zaburzenie jest bardzo duze.
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Sytuacja komplikuje sie w przypadku stanéw wzbudzonych helu o konfi-
guracji 1s'nl'. W tym wypadku mamy bowiem dwie mozliwe funkcje fa-
lowe dla uktadu nieoddziatujgcych czastek:

vi(r1)ya(r2) iy (r2) ya(ry),

ktore oznaczymy jako odpowiednio:

¢1 = |a(1)b(2)) 1 2 = [a(2)b(1)).

Obie funkcje falowe odpowiadajg tej samej wartosci wtasnej E, + E;, (a
zatem stanom zdegenerowanym). Zastosowanie rachunku zaburzen wy-
maga w tym wypadku zastgpienia zdegenerowanych funkcji ich wzajem-
nie ortogonalnymi liniowymi kombinacjami i rozwigzania uktadu réwnian
wiekowych:

Hyy —ESy Hip—ESp| _ 0

Hy —ES>1 Hy —ES»
Poniewaz wybraliSmy wzajemnie ortogonalne liniowe kombinacje zdege-
nerowanych stanow S;; = §;;, czyli S11 = S2» =1 a 812 = 521 =0.[1ex] Otrzy-
mujemy tez dwa rdézne elementy macierzowe hamiltonianu:

Hyy = (91[H|¢1) = {a(1)b(2)[n(1) +h(2) + %la(l)b@» =

=Eq+Ep+J=Hyp

Hi2 = {61[H]02) = (a(DBI(1) + h(2) + - la(2)b(1) =

— (al1)p(2)] - la(2)b(1)) = H =K

Catka wymienna

Catka K okreslana jest catkg wymienng, nie ma jednak prostej klasyczne;j
interpretacji (jest kwantowo-mechaniczng poprawka do catki kulombow-
skiej)

K= /drl dr, y (l’l)llfz(rz);% (r2) ya(ry)

[ry—r1]

Rozwigzanie uktadu rownan wiekowych:

E,+E,+J—E K

K E,+E,+J—E =0

Hy—E Hp _
Hy; Hy —E

prowadzi do nastepujacych rozwigzan:

Ey =E,+E,+J+K

1
Yy = ﬁ(a(l)b@) +a(2)b(1))
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Dziura i sterta Fermiego

Iy Elektronowe odpychanie znosi
degeneracje stanéw, ktorych energia rézni
sie teraz wartoscig AEL = 2K.[1ex] Jednak
oba rozwigzania réznig sie tez diametralnie
kiedy odlegto$¢ miedzy elektronami maleje

(a) 0 n=r;  do zera. Gesto$¢ prawdopodobienstwa
w antysymetrycznym stanie
VA v_ maleje do zera dla r; =r; (a), natomiast
w symetrycznym stanie v, paradoksalnie
JL rosnie (b). To tzw. dziura i sterta Fermiego.
(b) 0 r=r,

Poniewaz w stanie y_ elekirony niejako sie unikajg, ich odpychanie ku-
lombowskie jest mniejsze (J — K) i ten efekt opisuje catka wymienna. W
stanie y; obserwujemy odwrotny efekt (J + K).

Widmo stanow atomu helu

orbitalnie orbitalnie
symetryczne asymetryczne

s P plis P Eksperymentalne
1534 widmo stanéw elektronowych jest

153y 13— 1s3d" jakosciowo zgodne z tymi przewidywaniami.
o0 % Stany antysymetryczne (z ktorych przejscie

do symetrycznego stanu podstawowego jest
1520 | qgyp wzbronione) leza nizej niz odpowiadajace

) im termy symetryczne. Jednak

wystepuje tu jeszcze jedna uderzajgca
zaleznos¢ — wszystkie stany singletowe sg
symetryczne a trypletowe antysymetryczne.

Dozwolone

Dozwolone 1525

Analiza sprzegajacego elektrycznego dipolowego momentu przejscia ttu-
maczy dlaczego dozwolone sg tylko przejscia miedzy stanami o tej samej
symetrii orbitalnej:

oo == [ dridray ) (n + )y () =0

Dalsza analiza widma pokazuje, ze jedynie potowa mozliwych stanéw
jest realizowana. Jak sie okazuje jest to konsekwencja fundamentalnego
prawa natury.
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Zasada Pauliego

Wolfgang Pauli zaobserwowat, ze obserwowane sg jedynie te stany dla
ktorych catkowita funkcja falowa (z uwzglednieniem spinu elektronéw)
jest antysymetryczna ze wzgledu na zamiane wspotrzednych dowolnej
pary elektronow. Jak sie okazato pdzniej w istocie:

funkcja falowa musi by¢ symetryczna wzgledem wymiany pary identycz-
nych bozondéw i antysymetryczna wzgledem wymiany pary identycz-
nych fermionow.

W nierelatywistycznej mechanice kwantowej hamiltonian nie zalezy od
wsp. spinowych, zatem catkowitg funkcje falowg mozna zapisa¢ w po-
staci iloczynowej. Dla uktadu dwuelekronowego mozna skonstruowac 4
funkcje spinowe; jedng o wypadkowym momencie spinowym S = 0:

60 (s1,5) = % (au(s1)B(s2) — x(52)B(s1))

oraz trzy odpowiadajgce trzem réznym wartoscig rzutu wypadkowego
momentu spinowego na wyrdzniony kierunek w stanie trypletowym (S =

1):

o' (s1,2) = a(si)a(s:)

0l (s1.52) = 5 (a(s1)Bls2) + a(s2)B(s1)
o~ (s1,52) = B(s1)B(s2)

Jak sie okazuje, z oémiu mozliwych kombinagciji dla konfiguracji 1s'np!
eksperymentalnie obserwowane sg tylko cztery, odpowiadajgce funkcji
falowej antysymetrycznej ze wzgledu na wymiane wspotrzednych pary
elektronow:

y_o

y_ o

o y_olY

v o ol Y

violty

(=1)

Y+0

71

4177

4.178

4.179




Wyznacznik Slatera
Antysymetryczng wzgledem permutacji pary elektronow funkcje falowag
mozna zapisa¢ w postaci wyznacznikowej. Przyktadowo dla stanu pod-
stawowego atomu helu:

W(x1,%2) = Wi (r1,12)0 7 (51,82) =

= lls(l‘l)ﬂas(l’z)% (a(s1)B(s2) +a(s2)B(s1))

gdzie x; = (r;,s;) oznacza wektor wspotrzednych przestrzennych i spino-
wych i-tego elektronu (zwykle wystarczy zapisaé indeks i).

Po wymnozeniu okazuje sig, ze otrzymamy tylko dwa rdzne iloczyny
funkcji przestrzennej i spinowej: ¢%(i) = x1s(r;)0(s;) i ¢ﬁ(i) = x15(ri)B(si)-
Funkcje falowg mozna zatem zapisa¢ w postaci wyznacznikowej:

or(1) 91:(2)

1
FLD=5180) 6P

V2

4.5 Metoda Hartree—Focka

Generalnie antysymetryczng funkcje falowg w metodzie LCAO MO za-
wsze mozna zapisa¢ w postaci wyznacznikowej (choé niekiedy wyma-
gana jest ich liniowa kombinacja). Dla N-elektronowej funkcji falowej wy-
znacznik Slatera w bazie spintorbitali {¢;}:

o1(x1) @1(x2) ... @Q1(xn)

lI’(X],Xz,...,XN)Z—\/l_ Px1) @2x2) o eaxw)
N! PR PR oo “ oo

onv(x1) on(x2) ... on(xn)

lub w skrécie:

W(1.2....N) = —dellgr(1)92(2) -+ ov(N)

Obraz orbitalny jest bardzo intuicyjny jednak nie moze by¢ Scisty dla rze-
czywistych uktaddéw, poniewaz opiera sie na przyblizeniu jednoelektrono-
wym. Mozna jednak w ramach tego przyblizenia znalez¢ najlepszy moz-
liwy zestaw orbitali molekularnych.

Powszechnie stosowang metodg jest tzw. metoda pola samouzgodnio-
nego Hartree—Focka. Poszukujemy w niej wariacyjnego rozwigzania za-
gadnienia witasnego z wyznacznikowg funkcjg falowg i Hamiltonianem
elektronowym:

N N
H= ;h(i)+2rl§1

i j>i
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gdzie h(i) to jednoelektronowy hamiltonian w zewnetrznym potencjale
v(i):

h(i) = —%V% + (i)

Podstawiajgc H i ¥ do funkcjonatu E[¥] otrzymujemy:
E[W] = / dTP HY —
= i [ATl0r ()5 2)- - i (M) I (1)62(2) - ow(W)
Po rozwinieciu wyznacznika po lewej stronie otrzymujemy liniowg kombi-
nacje N! cztonow réznigcych sie permutacjami elektronow. Dla kazdego

z nich wynik bedzie identyczny poniewaz po prawej stronie wystepuja
wszystkie mozliwe permutacje. Otrzymujemy wiec N! catek typu:

E[Y] :/dwf(l)fPi“(Z)---<P;’G(N)H|<P1(1)<Pz(2)~--§0N(N)|

gdzie
dt =dx dx; - - -dxy

Obliczmy wkfad pochodzacy od i(1). Wynik rézny od zera otrzymamy
tylko dla tych samych permutacji po obu stronach, poniewaz spinorbitale
sg ortonormalne. Otrzymamy wiec N nastepujgcych catek:

I = /dffpi‘(l)ﬁl’i‘@)-"¢J’G(N)h(1)|<l)1(1)<l>z(2)'--<PN(N)|

h= [ dagi (@)

Rozpatrujac analogiczny wktad od cztonu r;; ! otrzymamy catki typu:
[ de0i (193 (2)- - 9k (V)r D (2) -+ oy (V)

Ponownie ze wzgledu na ortonormalnos¢ spinrobitali wynik ré6zny od zera
otrzymujemy jedynie dla k,/ = 1,2 i identycznych permutacji pozostatych
spinorbitali. Otrzymujemy wiec dwa mozliwe typy catek. Catki kulombow-
skie:

D= [ dxidxai ()65 2 o1 (1)9a(2)

i catki wymienne:

—Kiz =~ [ dadxa0i (195 )iy 91 (2)pa(1)
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Poniewaz kazdy czton rlgl da jedng pare catek J;; i K;;, to ich sumaryczny
wktad do energii elektronowej wynosi:

N 1 N N 1 N
Z Z i —Kij) =Y (Jij—Kij) = =3. Z Y (ij—Kij) = EZ(JU —Kij)
i=1j>i J>i i=1j=1 i,j

Ostatecznie energia elektronowa dla wyznacznikowej funkcji falowej wy-
niesie:

Z“r Z ij — Kij)

Aby znalez¢ optymalng postaé spinorbitali nalezy obliczy¢ wariacje SE,
spowodowang wariacjg orbitali i przyrownac jg do zera:

N 1 N
= ;51,-+§§(5J,-j—51<,-j) =0

Zmiany orbitali sg w zasadzie dowolne, nie mogg jednak naruszac ich
ortogonalnosci:

S,’j = /dX]QDl*(l)(p](l) = 5,']' dla i,j = 1,2,...,N
Te dodatkowe warunki mozna uwzgledni¢ metodg nieoznaczonych mnoz-
nikbw Lagrange’a ¢;;:
gij(Sij — 6,'j) =0 dla iLj=12,...,N

Jesli warunki te sg spetnione, to:
N 1 N
W)=Y li+5) (K Zeu ij = 6ij)
i=1 ij
N 1 N
= ZSIi—’_iZ(SJij_(SKU)_ZSUSSU (6)
i=1 i,

i,j

Dla rzeczywistych orbitali:
61-:5/dX1 (DA ei(1) =
_/dx1 [Si(1 /dX1 @:i(1D)A(1)[8ei(1)] =
=2 [ axi [Soi(DIH()ei(1) (7)

Dla wariacji catek naktadania dostajemy dwa r6zne cztony ale ich suma
jest jednakowa:

88 = 5/dX1 @i(1)@;(1) =

_ / dxy [8¢i(1)]@;(1) + / dx; ¢(1)[8;(1)] (8)
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Aby rozwazy¢ wariacje catek dwuelektronowych warto wprowadzi¢ dwa
hermitowskie operatory: kulombowski i wymienny zdefiniowane przez dzia-
tanie na sponorbitale:

A= | [ e Crilom)] e
Ae) = | 0@ o] o)

4.188

Catke kulombowska i wymienng mozemy teraz wyrazi¢ za pomocg odpo-
wiednich operatoréw:

l,—/dxlfpz )21 (@il /dchoJ ) Zi(2)9;(2)

l]—/dxl (Pl /dquDJ ( )

Rozwazajgc wariacje ¢; bedziemy umownie stosowac pierwszg definicje
adla ¢, druga:

81 =2 [ dxi [Boi(1] 7, (Do) +2 [ dxa[89,(2)]F(2)91(2)

5K =2 [ dxi (30,174 (1)9i(1) +2 [ 0% [30;(2)) #(2)9;(2)

4.189

Podstawiajgc otrzymane wyrazenia na wariacje catek jedno i dwuelektro-
nowych do rownania (6) otrzymujemy:

_2Z/dx1 [Bi(DIA(1)@i(1)+
) (2 [ axi[8oi(0]7 (1)~
Cofa oA (1) ) -
_%&, (/dX1 Se(D)ei(1)+ [ dx G"f(l)[‘s"’f“”)

4.190

Co przeksztatci¢é mozna do:
N
v)=2Y [ax [6<pi<1>]{h<1><p,-<1>+
i=1

N ~ ~
+ ; (/j(l)q)i(l) —Z;(1)ei(1) —8ij(pj(1)) } =0

Poniewaz 6 ¢; sg dowolne, to powyzsze réwnanie jest spetnione jesli wsp.
przy o ¢; znikajg identycznie.

{ +Z (A~ )} Z&J%

(. J/

F()=h(1)+_ 7 (1)=A (1)
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gdzie wprowadzilismy jednoelektronowy operator Focka .% 4.191
Poniewaz transformacja unitarna nie zmienia wyznacznika Slatera, wy-

znacznikowa funkcja falowa jest zdefiniowana z doktadnoscig do transfor-

macji unitarnej (istnieje wiec nieskonczenie wiele takich funkcji o tej sa-

mej wartosci witasnej energii). Poniewaz mnozniki Lagrange’a tworzg ma-

cierz hermitowskg mozna jg zdiagonalizowac przez odpowiednig transfor-

macje unitarng. Wowczas:

Ei=§& a 8ij=0

Otrzymany uktad rownan rézniczkowo-catkowych
N
F(ei(1) =) &j9;(1)
j=1

upraszcza sie wéwczas do:

FZ( (1) =ge:(1) dla i=1,2,....N

4192
Poniewaz transformacja unitarna nie zmienia wyznacznika Slatera, funk-
cja falowa w postaci wyznacznika jest okreslona z doktadnoscig do trans-
formaciji unitarnej (a zatem istnieje nieskonczenie wiele funkgcji falowych o
tej samej wartosci wtasnej energii). Poniewaz mnozniki Lagrange’a two-
rzg macierz hermitowska, mozna jg zdiagonalizowa¢ odpowiednig trans-
formacjg unitarng. Wowczas:
Ei=§ oraz ;=0
Otrzymany uktad réwnan catkowo-r6zniczkowych:
N
FMei(1) =} &ijo;(1)
j=1
upraszcza sie do:
ﬁ(l)@i(l) = SiQDi(l) dla i= 1,2, . ,N
4193

Metoda Hartreego—Focka w ujeciu Roothaana

Metoda SCF wymaga rozwigzywania uktadu rownan rézniczkowo-catkowych
na kazdym kroku procedury iteracyjnej. Jest to zadanie nietrywialne i
trudne do bezposredniej realizacji w praktyce. Dlatego wprowadza sie do-
datkowe przyblizenie, w ktérym orbitale molekularne rozwija sie w skon-
czonym zbiorze znanych funkcji bazowych.

M
¢i(x) = ; cri Xr(X)

gdzie funkcje bazowe {y,} sa zazwyczaj orbitalami typu atomowego. Je-
$li uzywa sie M funkcji bazowych, otrzymuje sie M liniowo niezaleznych
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kombinacji, a zatem M spin-orbitali. Zadanie sprowadza sie wiec do wy-
znaczenia wspoétczynnikdw c¢,; minimalizujgcych energie catkowita. 4.194

Algebraiczna posta¢ réwnan
Podstawienie rozwiniecia spin-orbitali do rownan Hartreego—Focka pro-
wadzi do uktadu réwnan algebraicznych:

FC =SCE

Tutaj C jest macierzg wspétczynnikéw rozwiniecia, gdzie kazda kolumna
odpowiada danemu spin-orbitalowi, a E jest diagonalng macierzg energii
orbitalnych {&;}.

Dla kazdego spin-orbitalu réwnanie mozna zapisa¢ w postaci wektorowe;:

Fc,= 8,'SCl'

gdzie

Cli

C2i

C = |:c1 c2 LIS CM] cl = 2
CMi
4.195
Elementy macierzy Focka dla RHF
Macierz F jest macierza Focka wyrazong w bazie {yx,} i zawiera wktady
jedno- i dwuelektronowe:
Frs = (| F12) = hrs+ Y P [ (rs|eu) = 3 (rt]su)]
tu
gdzie h,s sg jednoelektronowymi elementami macierzowymi, a catki dwu-
elektronowe w notacji chemicznej majg postac
1 *
(rsew) = [ 25 (o)) - 2 ) )
a P jest macierzg gestosci dang przez
obs
Py = 22Cricsi

Zalezy ona od obsadzonych orbitali i sprzega rbwnania, co wymaga pro-
cedury samouzgodnionej. 4.196

Ortogonalizacja rownan Roothaana
Rownania Roothaana tworzg uogdlniony problem wtasny:

FC =SCE

Poniewaz S # |, dokonuje sie transformacji do ortonormalnej bazy. Niech
X spetnia
XTSX =1.
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Czesto stosowanym wyborem jest ortogonalizacja symetryczna X =S~1/2,

Problem przeksztatca sie wtedy do zwyktego hermitowskiego problemu
wiasnego w bazie ortonormalne;j:

FC=SCE ~ F'C'=CE

gdzie
F=X"FX, C'=Xx"'C.

Po rozwigzaniu dla C’, wspoétczynniki w bazie AO odzyskuije sie poprzez

transformacje odwrotna:
C=XC
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Procedura SCF dla RHF

Zbiezne
rozwigza-
nie SCF

Poczatkowe
przyblize-
nie dla P

Budowa
macierzy
Focka F[P]

Sprawdzenie Rozwigzanie
zbieznos$ci rownan
Roothaana

Wyznaczenie
nowej
macierzy
gestosci P

4.6 COrbitale molekularne

Z rachunku zaburzen w uktadzie dwustanowym wynika, ze w przypadku
bliskich energetycznie lub zdegenerowanych pozioméw energetycznych
orbitali atomowych dochodzi¢ bedzie do ich rozszczepienia:

on—FE ﬁ—ES
ﬁ—ES og—LE

-

o+ OoB n \/((XA—(XB)2+4B2

E
* 2 2

(dla S ~ 0) co mozna zapisac jako:

op+0p O — Op 432
EL = + 1
* 2 2 \/ - (ap — op)?

dla oy — o > B rozwijajac 1 +x~ 1+ 1x

oa+0p O —Op 282
EL = + 1
+ 2 2 ( + (OCA—OCB)Z
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Energie orbitali molekularnych

W przypadku
zdegenerowanych energii orbitali atomowych

xa

(a) Ey = aA(B) + ﬁ

a w przeciwnym wypadku

N . g2
U= e E+ =0A+-———<
(oA —aB)

ﬁZ

(oA —aB)

E_=o—

4.200

Diagram MO dla czasteczek homojadrowych

Poziomy

energii orbitali molekularnych czasteczek
dwuatomowych pierwiastkéw drugiego
okresu. Etykiety wskazujg najwyzszy poziom
obsadzenia dla danej molekuty. Z uwagi na
nakfadanie orbitali s-p dochodzi do zmiany
kolejnosci orbitali 20, i 7, pomiedzy N, i O,.

4.201
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Diagram MO dla czasteczek heterojadrowych
4o

o

Diagram
orbitali molekularnych dla czasteczki CO

Diagram MO dla czasteczek wieloatomowych

Tablica charakteréw dla grupy punktowej

sz, 2mm E Cz Oy O"l, h=4

7 \,
A, 1 1 1 1 |z 2%y
A, 1 1 -1 -1 xy R,
b; 02p,
B, 1 -1 1 -1 |=xxz R,
N B, 2 -1 -1 1 ¥, ¥Z R,
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Diagram MO dla czasteczek wieloatomowych

b
_ﬁ/_
_ﬁ_
_lan

f

A

.
ﬂ

Tablica charakteréw dla grupy punktowe;

C,V

sz, 2mm E Cz Ty U\l, h=4
A 1 1 1 1 |z 2%y
A, 1 1 -1 -1 xy R,
B, 1 -1 1 -1 X, X2 R,
B> 2 -1 -1 1 Y, Y& R.
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4.7 Metoda oddziatywania konfiguraciji

Energia Korelacji
Definicja energii korelacji wedtug Léwdina:

Ecorr - Edokiadne —Eyr

Poniewaz Eyr jest gérnym ograniczeniem dla Eqoxiadne, €NErgia korelacji
jest ujemna. Teoria HF odzyskuje 99% energii, ale... pozostaty 1% jest

niezwykle istotny w chemii.
Trzy gtbwne metody obliczania korelacji elektronowe;:

» Metoda oddziatywania konfiguracji (Cl)
 Teoria Zaburzen Wielociatowych (MBPT)
* Teoria Sprzezonych Klastrow (CC)

Podziat energii elektronowej atomu Ne

Catkowitg energie mozemy przedstawi¢ jako sume energii kinetycz-
nej, oddziatywania z zewnetrznym potencjatem (od punktowych tadun-
kéw jader atomowych itd.), energii oddziatywania pomiedzy elektronami
w przyblizeniu pola samouzgodnionego (klasycznej i wymiennej) oraz
energii korelacji elektronowej.

Ee=Te+ Vie+Jee — Kee + Ek(orelacji)

Dla atomu Ne udziaty te wynoszg:

1, = +129Eh
Ve = —312Eh
Jee = +66Eh

Kee = —12Eh (9.3%)
E; = —0.4Eh (0.3%)

Energia Hartree—Focka stanowi wiec 99% energii catkowitej. Czy mozna
ja zaniedbac?

Korelacja Dynamiczna a Niedynamiczna

» Dynamiczna: unikanie elektronéw (krétkozasiegowe)
» Niedynamiczna: kwazi-degeneracje, efekty statyczne

Rozciggnieta czasteczka H,

Elkcal mol”

50 RHF
x H,

W stanie rownowagi,

udziat korelacji wynosi okoto 23,0%.
CASSCF z dwoma aktywnymi orbitalami
molekularnymi daje jakosciowo
poprawng krzywg energii potencjalne;j

i odzyskuje 53,4% energii korelac;ji.?

» CASSCE

4Bacskay Molecules 2025, 30(5), 1154
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Konwencje i Notacja

Poziom Symbol Nazwa Alternatywa

1 pojedyncze podstawienia pojedyncze
podwdéijne podstawienia podwdjne
potréjne podstawienia potréjne
poczwérne podstawienia poczworne

O—-Howm

2
3
4

* i,j,k,....indeksy orbitali zajetych (dziury)
* a,b,c,...: orbitale wirtualne (niezajete) (czastki)
* p,q,r,.... 0g6lne orbitale

* ¢ lub ¢ — (spin)orbitale

D) lub ¥y lub |0) — funkcje falowe (w tym przypadku stan podstawowy)

Metoda oddziatywania konfiguracji

Mechanika macierzowa jest tatwa do zaimplementowania i naturalnie pa-
suje do obliczen komputerowych. Wymaga wyboru przestrzeni wektoro-
wej do rozwiniecia problemu. Funkcja falowa dla N elektronéw wymaga
funkcji N-czgsteczkowych. Zaktadamy, ze mamy petny zbior funkcji y;(x;)
jednej zmiennej x;. Wtedy dowolng funkcje tej zmiennej mozna rozwingc:

D(xy) = Zmﬂ&(ﬁ)
Dla dwoch zmiennych z tg samg dziedzing:

D(xp,xp) = Zm(m))&(ﬂ)

dla ustalonego x,. Teraz rozwiniemy wspoétczynnik a;(x»):
ai(x2) = ) bijx(x2)
J

co prowadzi do
D(x1,x) = Zbij?(i(xl )xj(x2)

ij

Antysymetria i Wyznaczniki Slatera
Procedure te mozna rozszerzy¢ dla ®(xy,xs,...,xy). Tutaj x reprezentuje
zardbwno wspoétrzedne spinowe, jak i przestrzenne.

D(x1,x2,.-xn) = Y, bij nXi(x1) X (x2) - v ()
ij..N

Jednak funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna wzgledem zamiany
wspotrzednych dowolnych dwdch elektrondéw. Dla przypadku dwuczgst-
kowego:

D(x1,x) = —D(x2,x1)
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CcoO implikuje b,’j = —bj,' oraz b; =0:

D(x1,x2) = Zbij ()2 (x2) — 2 (1) 2 (x2) | =
J>1
= Z\/Ebij \Xix)

Jj>i

Ogolniej, dowolna funkcja falowa dla N elektronéw moze by¢ doktadnie
przedstawiona jako kombinacja liniowa wszystkich mozliwych determi-
nantéw Slatera utworzonych z petnego zbioru spin-orbitali { x;(x;) }. Jezeli
rozwigzemy problem mechaniki macierzowej H|¥) = E|¥) w petnej bazie
funkcji N-elektronowych, otrzymamy wszystkie stany wtasne uktadu jako
wektory wiasne H:

W) =) cij|Pi)

Elementy macierzy H;; = (®;|H|®;) mozna wyrazi¢ za pomocg catek jedno-
i dwu-elektronowych zgodnie z "regutami Slatera".
Rozwiniecie Cl wzgledem odniesienia HF

Baza funkcji N-elektronowych |®;) moze by¢ zapisana jako podstawienia
lub ,wzbudzenia” z Wyznaczniki odniesienia Hartree-Focka:

W) =co|®o)+) Do)+ Y. bl D)
\H; ra a<b,r<s

s

CIS

CISD
e rst
+ Z Cabc q)abc> +..

r<s<t.,a<b<c

Reguty Slatera-Condona
Calki jedno- i dwu-elektronowe w notacji fizykdw:
(i) = [ 67 (e)ia)g () dx
(ij||kl) = (ijlkD) — <u\lk> gdzie

(ij|kl) /4’, 1)9; (x2) ¢k(x1)¢1(xz)dXIdX2

« Jesli Wyznaczniki sg identyczne:

(@1[H|®1) = ) (m|h|m) + Y, (mn|mn)

m m>n

» Wyznaczniki roznigce sie jednym orbitalem spinowym:

D) )
|D2)

|-
|- >
(®1]|H|P2) = <m!h|p> +Y (mn]|pn)
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« Wyznaczniki r6znigce sie dwoma orbitalami spinowymi:

[Py) =] )
|P2) = |- pgq-- >
(®1|H|D,) = (mn]|pq)

» Wyznaczniki roznigce sie wigcej niz dwoma orbitalami spinowymi:

(D1 |H|D2) =0

Ansatz liniowych wariacji
Zastosujmy metode wariacji liniowych dla funkcji falowej Cl:

= Zci|q)i>

Gdzie |®;) sa wyznacznikami. Wariujemy wspétczynniki ¢; tak, aby mini-
malizowac funkcjonat E[W¥] przy zachowaniu warunku normalizacji. Sto-
sujemy metode nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a:

L = (Y|HY) -E(¥|¥) 1)
Po podstawieniu rozwinigcia Cl:
L = ZC?C]'H,']' —F (ZC?C]'SU — 1)
ij ij
gdzie:
Hij = (®i|H|P;), Sij=(Di[P))

Warunek stacjonarnosci
Ustawiamy pierwszg wariacje . na zero:

0.% :ZSC?CJHiJ —EZSC?CJ'S,']'
ij ij
+ZC?56]‘H,']' —EZC?5CJ'S,']' =0
ij ij

poniewaz H;; = H}; oraz §;; = §}; daje to:

+c.c.=0

0. = 256 [ZHU ESij)cj
J

Kazdy wyraz jest suma liczby i jej sprzezenia zespolonego, wiec czesci
urojone si¢ znoszg. Poniewaz zmiana wspotczynnikow jest dowolna, wy-
razenie w nawiasie musi sie zerowac.

Macierzowa forma réwnania Schrédingera
Prowadzi to do zagadnienia wartosci wtasnych:

HC = SCE

Jedli funkcje bazowe {|®;)} sg ortonormalne, wtedy S = I, gdzie C to
wektor wspétczynnikow |¥) w bazie {|®;)}. Zatem metoda Cl to:
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» macierzowa forma réwnania Schrédingera lub
* minimalizacja wariacyjna energii wzgledem c;.
Metoda wariacyjna daje najlepsze oszacowanie energii w danej bazie.

Zastosowanie do stanow wzbudzonych
Jesli |¥) jest znormalizowana, podstawienie rozwiniecia w bazie doktad-
nych funkcji wiasnych daje:

E = ZC?C,‘S,‘
i

gdzie ¢; sa doktadnymi warto$ciami wtasnymi energii. Odejmujac energie
stanu podstawowego:

E—¢g= ZC?C,‘(&‘,‘ — &)
i

poniewaz |¥) jest znormalizowana oraz Y, c;c; = 1, co prowadzi do wnio-
sku, ze E > .

W przypadku stanéw wzbudzonych mozemy przyjac, ze pierwsze k wspot-
czynnikow jest rowne zeru i odjac & od powyzszego rownania. Jeslic¢; =0
dla j=0,1,...,k, otrzymujemy:

E—¢g = ZC?C,’(S,‘ — Sk) >0
i=k

Podziat Mollera-Plesseta

Jeszcze innym podejsciem do poprawy energii Hartree-Focka dla uktadu
N-elektronowego jest zastosowanie rachunku zaburzeh. Mozemy podzie-
li¢ hamiltonian elektronowy:

%Zh —|—Zr— + v

i<j

na hamiltonian Hartree-Focka .7#(%) oraz ¥ — operator fluktuacji (zabu-
rzenie):

=L/ = L () +v™ (D)
V=t -0 =Y r ZDHF(i)

i<j

Catki dwuelektronowe
Zaktadajgc notacje fizyczng dla catek dwuelektronowych w bazie spin-
orbitali:

(ijlkl) = /dxlde‘Pi(xl>*¢j(x2)*rl_2]¢k(x1)¢l<x2>
(ijllkl)y = (ijlkL) — (ijllk)
otrzymujemy (a,b to obsadzone a r,s nieobsadzone MO):

‘I’0|Zr = (ab||rs)

i<j
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oraz
UH (x1)9;(x1) Z b|r12 |b);(x1) Z b|’”12 /) Op(x1)
b b

w konsekwenciji

(i[vF]jy = vfIF =Y (ib| jb) — (ib|bj) = Y (ib|| jb)
b b

Energia pierwszego rzedu
Funkcja falowa Hartree-Focka |¥) jest funkcjg wiasng operatora 79

(0)|1p0> _ E(()O)|‘Po>
z warto$cig wlasna:
= Zga
bedaca energig zerowego rzedu. Energia pierwszego rzedu to:

Ey") = (%ol %)
= (Yol Y. ri;' [Wo) — (Wol Y v (i) |Wo)
i<j i

a

1
= —E;}(ab\ |ab)

_ %Zb<ab||ab> Y (alv"F|a)

Energia drugiego rzedu
Energia Hartree-Focka jest suma energii zerowego i pierwszego rzedu:

1
EY" = Ey + g = Y ea— 5 Y {abllab)
a ab

Pierwsza poprawka wynikajgca z korelacji elektronowej pojawia sie¢ w
drugim rzedzie rachunku zaburzen:

2) (07 |n)|?
E\"’ = _
0 ’§OE(()O) g0

Tutaj |0) = |Wy), pozostaje pytanie, jakie podstawienia |n) sg dozwolone.
Nie moga to by¢ podstawienia pojedyncze, poniewaz:
(Po| ¥ [W,) = (Po| 2 — 0|
= <\PO|<%£PP(1> — far
gdzie pierwszy wyraz znika na mocy twierdzenia Brillouina, a drugi, po-
niewaz spin-orbitale sg funkcjami wtasnymi operatora Focka.

Uwzgledniajgc reguty Slatera-Condona, pozostajg nam podstawienia po-
dwdjne. Poniewaz:

AWy — (B — (e, + &, — & — £)) P25)
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energia drugiego rzedu wynosi:

[{abllrs)|?

(2)
EP —
0 Zea+8b—8,—es

a<b
r<s

lub, poniewaz wyrazy sg symetryczne wzgledem a,b oraz r,s, i znikajg
gdya=>blubr=s:

g _1 [{ab|rs)[?
O 4l g ——g

abrs
4.223

W odniesieniu do zwyktych catek dwuelektronowych:

2 1 (ab|rs)(rslab) 1
EP =~ -
0 ZZSa—I—Eh—Sr—ES 22

abrs abrs

{(ab|rs)(rs|ba)
ga + gb - 8r - SS

W przypadku uktadu o zamknietej powtoce mozna zapisac to wyrazenie
w bazie orbitali przestrzennych:

£ _ ]\%’2 (ab|rs)(rs|ab) _1%’2 (ab|rs) (rs|ba)
0o - Et+E—&—& €+ €& — & — &

abrs abrs

4.224

Czgsteczka H, w minimalnej bazie

e _2<11|22)(22|11) (11]22)(22]11)
0 7 2(g &) 2(e) — &)
_ ()P K

N 2(8] —82) 2(81 — 82)

Mozna pokazaé, ze dla oligomeru H;:

g Y I IERE Nk,
0 =1 2(81 — 82) 2(81 — 82)

4.225

Podsumowanie: Kluczowe rownania MP2

Zaczynamy od rozwigzania Hartreego—Focka, w ktérym orbitale mole-
kularne spetniajg rownanie wtasne operatora Focka f¢, = £,¢,. Warto$é
E) jest wiec suma energii orbitalnych, a poprawka pierwszego rzedu
odtwarza energie HF:

1
EY" = Ey + g = Y €a— 5 Y {abllab)
a ab

Aby uwzgledni¢ korelacje elektronowa, catki dwuelektronowe muszg zo-
sta¢ wyrazone w bazie orbitali molekularnych. Osiagga sie to poprzez
transformacje z orbitali atomowych:

(ab|rs) = Z CuaCvhCyrCos(UVIAO).
uvio
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Poprawka drugiego rzedu do energii (MP2) jest pierwszym wktadem uwzgled-
niajgcym energig korelaciji:

EMP2 obs wirt abHrs>|2

Zzemtsb—er &

ab 1,8

gdzie (ab||rs) = (ab|rs) — (ab|sr) = (ar|bs) — (as|br) 4.226

4.8 Sprzezone klastry

Ekstensywnos¢ i spojnos¢ rozmiarowa
Rozmiarowo-spojna:
» Energia catkowita nieoddziatujgcych uktaddw:
E(AB)=E(A)+E(B)

Rozmiarowo-ekstensywna:®
» Energia skaluje sig liniowo z rozmiarem uktadu. Przyktad dla dimeru

helu:
E(NHe) = NE(He)
4.227
Ansatz wyktadniczy
W teorii CC zakfada sie, ze funkcja falowa stanu podstawowego |¥) ma
postac:
. 72 3
|‘Pcc>=eT|¢’0>= (1+T+7+?+ >|(I)0>
gdzie |®,) to funkcja odniesienia (zwykle Hartree-Fock), a T to operator
klastrowy:
T=T+hLH+T;+---
Ti|®o) = ) 1| ®f)
Tz‘q)()> = Z tiﬂ.lib‘q)ab
i>j
a>b
IP|@o) = ) Y 1 el |7
i>j k>l
a>bc>d
4.228

Operatory klastrowe
W formalizmie drugiej kwantyzacji:

T b
= Ztiaa('la,-, Z tiia Zabaja,
ia ljab
* i, j: zajete orbitale
* a,b: orbitale wirtualne
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b. ;
* 1,1;7: amplitudy klastrowe

Wyrazenie na energie CC
Réwnanie Schrédingera:
H|¥o) = E|¥o)

przeksztatcamy jako:

I-AIeT|<I>o> = Eef]CI>o>
e TR |@g) = E|®p)

Pomnoz lewostronnie przez (| i funkcje wzbudzone:

Ecc = (@gle " He |®y)
0= (D |e” T He |dg)

Zdefiniuj operator przeksztatcony:

A=c¢TH

Rozwiniecie BCH
Rozwiniecie Bakera—Campbella—Hausdorffa (BCH) pozwala zapisac ilo-
czyn eksponentéw lub réwnowaznie transformacje podobienstwa w po-
staci zagniezdzonych komutatoréw. W teorii sprzezonych klasteréw po-
zwala ono zapisac o

H=e¢THe!
bez jawnego rozwijania petnej funkcji falowej w postaci eksponencjalne;.
Dla Hamiltonianu poddanego transformacji podobienstwa otrzymujemy:

[[ﬁvT]7T]+_[[[H7T]7T]aT]

Dla elektronowego Hamiltonianu, ktéry zawiera operatory co najwyzej
dwuciatowe, szereg zagniezdzonych komutatoréw konczy sie doktadnie
po skonczonej liczbie wyrazéw. Dzieje sie tak, poniewaz komutatory wyz-
szych rzedoéw nie mogg generowac nowych wktadéw potgczonych.

Co istotne, rozwiniecie funkcji eksponencjalnej nie jest obcinane. W prak-
tyce obcina sie operator klastrowy, na przyktad

?=1+1 (CCSD),

podczas gdy rozwinigcie eksponencjalne pozostaje formalnie petne:
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W konsekwencii iloczyny takie jak 77 lub 7} 7> generuja wyzsze wzbudze-
nia posrednio, co stanowi kluczowy powdd ekstensywnosci rozmiarowe;

(size extensivity) teorii sprzezonych klasteréw.

Roéwnania CCD
Dla: )
Yoop = e'2|dp)

Roéwnanie Schrédingera:
Ae™|@y) = Egope™|a)
(@o|H — Eccple™®o) =0
Rozwiniecie wyktadnicze:

1.

(®o|H —Ecepl(1+ T2+ 5

Energia:

Eccp = (Po|H|Do) + (Dol HT5| Do)
A 1eiyab\ sab
= Enr + ) (PolH| D)1

i>j
a>b

=Enr+ Y (ijllab)t
>
a>b

Réwnania amplitudowe CCD
Roéwnanie amplitudowe:

(@%|H — Egcple™ o) = 0
mozna rozwingc:
a a a. 1
(P |H|Po) + (P7 |H — EccpTa|Po) + (P} |H — Ecop T2|‘1’0>

podstawiajgc sktadowe:

b A
(®FF|H | Do) + (D7 |H — Egcp | Pf )1l
1 d
+2 Y (@A — Ecop| @y )il =0
k>I>m>n
cSd>esf

Schematy obcie¢ rozwinigcia:

0

T:T2—>CCD T:TI+T2—>CCSD T:T1+T2+T3—>CCSDT

Iteracyjne rozwigzywanie amplitud CCD

Simplikuje spojnosé rozmiarowg (ale nie odwrotnie)
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Roéwnania amplitud CCD otrzymuje sie przez rzutowanie:
(@7 |H|Po) =0,

co definiuje nieliniowy uktad rownan dla amplitud ti‘;b.

Fizycznie amplitudy te mierzg site wzbudzen podwojnych (i, j) — (a,b).
Rozwigzanie uzyskuje sie iteracyjnie, dostosowujac ich wartosci az do
zaniku wszystkich rzutowanych sktadowych, co oznacza, ze dalsze wzbu-
dzenia nie moga juz obnizy¢ energii.

W praktyce rozpoczyna sie od przyblizenia MP2:

- ab,(0)
a(0) _  (abllij) R
g4 E+E—&—& Dab,(O)’

ij
a nastepnie oblicza sie residuum
R} = (@ |H|Do).
Amplitudy aktualizuje sie zgodnie z relacjg
ab

ab ij
T D
ij

ab

a procedure powtarza sie az do osiggniecia zbieznosci,

b
R?j — 0.

Przyktad z jedng amplituda
Prosty model koncepcyjny ilustruje nieliniowy charakter réwnan
CCD:

v—i—W(t(”))2
0
Tutaj ¢ reprezentuje pojedynczg amplitude wzbudzenia podwdj-
nego tf’jb, v = (ab||ij) oznacza antysymetryzowang catke dwuelek-
tronowg (czton wymuszajacy),

0=v+Dr+Wwe?, ()=

D=¢+¢e—¢€—§

jest mianownikiem energetycznym orbitali, natomiast sktadnik Wr>
schematycznie reprezentuje nieliniowe sprzezenie miedzy ampli-
tudami wynikajgce z wyzszych rzedéw w Hamiltonianie poddanym
transformacji podobienstwa.

Roéwnanie pokazuje, ze rozwigzanie amplitud CCD jest otrzymy-
wane jako punkt staty nieliniowej procedury iteracyjne;j.

Full Cl vs. Full CC
Funkcje falowe:

Yo = (1+C)|Pg)  Woc=e|Do)
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Operatory:

Rozwiniecie wyktadnicze CC:
A A 1 o 1 A
T_ _— 2 —_— 3 LY
T T

A A | B
:1+(T1+T2+---)-|—§(T1—|-T2—|----)2+---
. A A P A
Rozwiniecie CI:
W) = [Wo)+ ) csIS) + ) enlD)+ Y er|T) + Y colQ) +- -
S D T 0

Energia: Cl vs. CC
Cl jest wariacyjne:
E > E(c)iokiadne

CC nie jest:
(CI)Q|€_T[‘AI€T"130>

(Po|Po)
Dla obcietych T otrzymujemy rozne lewe (®g| = (®gle~ 7 i prawe rozwi-
nigcia |@4) = e’ |®g) (niekoniecznie identyczne) [@4) # |®p) i wyrazenie
na energie:

E =

o (O5A104) _ Yycid(VilHY))  Yicidig;
(Po| Do) (Po| Do) (Po| Do)

gdzie cztony c¢fd; moga by¢ ujemne.

Dlaczego przyciecie CC jest rozmiarowo-ekstensywne, a Cl nie
Ekstensywnosc¢ rozmiarowa Energia skaluje sie liniowo z liczbg nieoddziatu-
jacych, identycznych poduktadow.

Przyciete ClI (np. CISD)
« Cl uzywa liniowego rozwiniecia: |¥g)) = (1+Ci + G, +---)|®y)
* Przyciecie wyklucza wyzsze wzbudzenia (np. potrojne, poczwérne).

» Brak wzbudzen rozdzielonych (np. podwojne wzbudzenia z dwéch od-
dzielnych monomerow).

 Nie odtwarza poprawnej energii dla niesprzezonych fragmentow.
Przyciete CC (np. CCSD)
« CC uzywa wyktadniczego ansatzu: e =147+ 372 4 --.

» Nawet przy przycieciu, iloczyny operatoréw nizszego rzedu (np. le) ge-
neruja wzbudzenia rozdzielone. Rozdzielone wktady z 72, 7,7 itd. przy-
wracajg ekstensywnos$¢ rozmiarowa.

+ Te wzbudzenia symulujg wzbudzenia wyzszego rzedu miedzy fragmen-
tami.

» Zapewnia poprawne skalowanie: CCSD jest rozmiarowo-ekstensywne.
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4.9 Teoria funkcjonatu gestosci

Funkcja falowa w(x;;x2;...;xn) jest skomplikowang funkcjg wtasng Ha-
miltonianu 4N zmiennych, nie jest tez obserwablg. Jest jednak amplitudg
gestosci prawdopodobienstwa, ktéra jest juz funkcjg tylko 3 zmiennych a
ponadto jest wielkoscia, ktrg mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie!

Hamiltonian zalezy od: Gestos¢ elektronowa stanu pod-
stawowego:

liczby elektronéw, catkuje sie do liczby elektronéw

potozenia jgder atomowych, ma ostrza w potozeniach jgder

tadunkoéw jader ktorych pochylos¢ okreslona jest
przez tadunki jgder

4.240

Gestosc elektronowa
Funkcja falowa jest amplitudg gestosci prawdopodobienstwa.

y / &Ery Py [y (x,.xy) P =1
R3 R3
o1,...,0N

Jesli wycatkujemy gestos¢ prawdopodobienstwa po wszystkich wsp.
przestrzennych procz jednej (dowolnej) i po wszystkich wsp. spinowych,
uzyskujemy gesto$c¢ elektronowg (obserwabla):

pr)=N Y / &Pry - By W (r,01,%0, ., xx) |
O1,...,ON R3 R

/ 1
" 4 -0
L H/ Za
Gestosc elektronowa

zawiera petng informacje o czgsteczce:

4.241

» znika w nieskonczonosci: lim p(r) =0
r—o0

« catkuje sie do liczby elektronéw /3 p(r)d’r=N
R

» ma skonczong warto$¢ w pozycjach jader p(r — Ry,)
* i ostrza w ich poblizu, ktérych pochytoS¢ jest Scisle zwigzana z ta-

dunkiem jadra: %p(r)]Ra = —2Zup(Rqy)
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Macierz gestosci
Macierz ta jest uogélnieniem 1-czgstkowej gestosci elektronowe;,

p(r,r)=N Z /RS--- R3d3r2---d3er//*(r,ol,xz,...,XN)><

W(r/7617X27"~7XN)

niezbednym przy wyznaczaniu wartosci oczekiwanych operatoréw nie-
multiplikatywnych z gestosci, przyktadowo:

l[/|T|l[/ Z /R3 R3d3l'1 l']\]l[/>|< (l‘l,Gl,Xz,...,XN)X

<_§ZV%’> l//(l‘ll,Gl,Xz,...,XN> =
i=1

1
= [ e )],

Gestosc¢ elektronowa jest diagonalg macierzy gestosci p(r) = p(r,r), przy-
ktadowo pRHF (r,v/) =252 g;(r) @7 (1).

Gestos¢ par
Gestos¢ prawdopodobienstwa, ze jesli jeden elekiron man wsp. r; to
drugi jednoczesnie r; jest miarg korelacji elektronowej

y(ri,r) =N(N—-1) ) / oo | @y dPry x
O1,...,ON R3 R3
|W(r170],r2,62,X3,...,XN)|2

jest znormalizowana do liczby nierozréznialnych par, N(N — 1); po wycat-
kowaniu po jednej ze wspétrzednych daje 1-czastkowg gestos¢ elekiro-
nowa:

[ Erav(rir) = (V= Dp(r)

Przyktadowo w metodzie HF skorelowane sg tylko elektrony o tym samym
spinie:

Yoo (F1,12) = Pa(r1)pa(r2) — pa(ri,r2)pa(rz,r1)
Yoo Znika dla r, — ry ale

YSEF(rl,rz) = pa(r1)pp(r2).

Pierwsze przyblizone wyrazenie na energie w postaci funkcjonatu gesto-
8ci elektronowej podali Thomas i Fermi (1920).
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Model Thomasa-Fermiego (TF)

« funkcjonat energii kinetycznej Trr[p] dla modelu jednorodnego nie-
oddziatujgcego gazu elektronowego

 odpychanie elektronowe w petni klasyczne (J[p])

+ Dirac uzupetnit model o energie wymienng wyznaczong dla jedno-
rodnego nieoddziatujgcego gazu elektronowego

Elpl=Cr [ p* O+l /1) -G / P+

Trr [P] Ex [P]

Jakosciowo poprawne wyniki dla atomow (dla Ne-Xe 96-100% Epr) jed-
nak nie przewiduje powstawania wigzania chemicznego. 4.245

Energia HF jako funkcjonat gestosci
W metodzie HF energie mozna przedstawi¢ jako funkcjonat gestosci i
macierzy gestosci:

HF
Epl= Tlp]  + Vielp]
—~— ——
energia kinetyczna  przycigganie jgdra-elektrony
+ Jlp] - Klp]
~—~ ~—~—
klasyczne odpychanie elektronowe wymiana elektronowa
+ Vnn
~—~

odpychanie jadrowe

4.246

W metodzie HF energie mozna przedstawi¢ jako funkcjonat gestosci i
macierzy gestosci:

EHF / d3 Vz 1' l‘ Y= +/ Vne

3.. 3 1'171’2) ZaZp
+5 R3/ d’r;dr + Z 2
p>a op

gdzie E..[y] = J[p] — Enc[Y] zawiera lokalny czton klasyczny

Jjo(r) = ( p(_r;),,d%’) o(r)

RS |r

oraz nieklasyczny nielokalny czton korelacyjny

ko) =1 [ P gy

2 Jr3 |r—r/|

4.247

Funkcjonat Hohenberga-Kohna
Zaktadajgc, ze energie kinetyczng i odpychanie e-e mozna zapisa¢ w
postaci funkcjonatu gestosci elektronowe;j:

Elp] =T[p]+ Vex[p] + Vee[p] + Vin
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pogrupujmy funkcjonat energii na cztony zalezne i niezalezne od uktadu:

E[p] = Vex[p] + Fuk[p]

gdzie Fyk[p] to uniwersalny dla dowolnego uktadu funkcjonat Hohenberga-
Kohna,

Fuk[p] = Tp]+Jlp]+ Enci|p]
a czes$¢ zalezna od ukfadu:

Vet|P] = /R3 vex,(r)p(r)d3r

4.248

Elp] = [ vea(t)p(n)Er+Tlp) +71p] + Enlp]

g

Frklp]

Pierwsze Twierdzenie Hohenberga-Kohna (HK1)

Zewnetrzny potencjat v, (r), a zatem catkowita energia uktadu, sg jed-
noznacznymi funkcjonatami gesto$ci elektronowej p(r). Istnieje wiec od-
wzorowanie jeden-do-jednego: vy < p.

Drugie Twierdzenie Hohenberga-Kohna (HK2)

Gestos¢ pg, ktéra minimalizuje catkowitg energie, odpowiada doktad-
nemu stanowi podstawowemu. Dla dowolnej gestosci prébnej p (nieujem-
nej i z catkowitg liczbg elektronéw N) zachodzi:

E[p] > Elpo] = Eo

4.249

Hartree-Fock jako doktadny model nieoddziatujacych czastek
Funkcja falowa HF moze by¢ traktowana jako doktadna funkcja falowa
fikcyjnego uktadu nieoddziatujgcych elektronow:

» pomija korelacje elektronowg, ale uwzglednia efekt wymiany,
+ elektrony traktowane sg jako nieoddziatujgce fermiony,
 kazdy elektron opisany jest orbitalem ¢;, ktéry spetnia rownanie HF:

A . P 1
foi=¢9;, gdzie f(r)= —EVZ + Vne(r) +var (r)

* energia kinetyczna elektron6w wyrazona jest jako:

1 N/2
Tlpl =~ [ Vo) d'r == Y (0IV?|e)
i=1
4.250

Model nieoddziatujacych czastek
Definiujemy uktad z Hamiltonianem:

N
Hs=T+Vs+ "V, gdzie Vs=Y vs(r)
i—=1

1=
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Nie ma oddziatywan elektron-elektron w Hg = ukfad nieoddziatujgcych
czgstek opisany determinantalnie:

Ws= |1, 01B,...,0n5/20, @y /2B~ Ps

Elektrony poruszajg sie w efektywnym potencjale vgs = vs, wigc orbitale
spetniajg réwnania typu HF:

N ) " 1
fks@i = €@;, Qdzie fxs= —EVZ +vs(r)

Model Kohna-Shama
Aby wyznaczy¢ vs, stosujemy przepis Kohna i Shama. Gesto$¢ nieod-

dziatujgcych czastek:
N/2

ps(r) =2 ; |i(r)|?

musi odpowiadac rzeczywistej gestosci ps = p.
Poniewaz nie znamy postaci funkcjonatu energii kinetycznej, przyjmu-
jemy ja analogicznie do HF:

N/2
Tslp] = — Y (¢ V| 1)

i=1
Pozostate efekty zostajg wtgczone do cztonu energii wymiany i korelacji.

Energia w metodzie Kohna-Shama
Catkowita energia w metodzie KS:

Elp] =T [p] + Vie[p] + Ece|p] + Vin =
T[pl+Vaelp] +J[p] + Enci[p] + Vin =
Tslp] +Tp] = Ts[p] + Vaelp] + J[p] + Enci[p] + Vin =
Tslp] + Vaelp] +/[p] + T[] — Tslp] + Enci[p] +Van

J/

-

Exc[p]

Exelp] =T[p] —Ts[p] + Epci[p]

Funkcjonat E..[p] zawiera: wymiang, korelacje, poprawke na samood-
dziatywanie oraz brakujgce efekty kinetyczne (nie uwzglednione w mo-
delu nieoddziatujgcych czgstek).

Réwnania Kohna-Shama
Poniewaz energia catkowita to funkcjonat gestosci:

Elp] = Ts[p]+ Vaelp] + T[]+ Exc[P] + Vi
Stosujac zasade wariacyjng z ograniczeniem:
/p (r)d’r=N
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otrzymujemy réwnania Kohna-Shama:

N o 1
frs®i = €@i,  fxs(r) = —EVZ +vs(r)

Potencjat efektywny:

Vs(r) = Ve (1) +J(1) +vie (1),  vie(r) =

HF vs KS
Operator Focka:

7(0) =~ 37+ vnelw) +.Jr) — K

Operator Kohna-Shama:

Fes (1) = —SV2 4 (1) £+ F(0) + vie(r)

2
HF KS
nielokalny operator wymiany tylko operatory lokalne
energia bezparametryczna, do- =zalezna od wybranego funkcjo-
brze zdefiniowana natu
wariacyjna wariacyjna tylko dla doktadnego
funkcjonatu

najlepsza energia w aproks. jed- doktadny funkcjonat datby energie

noelektronowe; doktadng
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4.10 Wozbudzenia elektronowe w paradygmacie RPA

Wzbudzenia elektronowe i paradygmat RPA*

W obrazie jednoelektronowym, stan pojedynczo wzbudzony mozna opi-
sac jako promocje jednego elekironu z obsadzonego spinorbitalu k do
wirtualnego spinorbitalu a:

| @) = cfex|Po)

gdzie |®y) to stan podstawowy Hartree-Focka (HF).
|®,.) jest stanem wtasnym hamiltonianu HF zerowego rzedu Hy:

ﬁ0‘¢ak> = Egg) |q)ak>
ﬂ() = ZSPCZCP
p
gdzie ¢, to energie orbitali HF, a Eég) to wktad zerowego rzedu do catko-
witej energii stanu wzbudzonego.

Petny hamiltonian mozna podzieli¢ na czeS¢ zerowego rzedu i zaburze-
nie:

]:I:[:I()—{—[:I[

4.256

Poprawki pierwszego rzedu
Energia wzbudzenia wynosi:

AEak = Eak - EO

gdzie E, to (doktadna) energia stanu podstawowego. Uzywajac teorii za-
burzen pierwszego rzedu, energie wzbudzenia mozna oszacowac:

AEWY = (@ || D) — (Do| A | Do)

(1)
AE " = & — & — Vakak + Vakka

Wktad zerowego rzedu to réznica energii orbitali HF, gdzie €, zawiera od-
dziatywania kulombowskie i wymienne z nieobsadzonym orbitalem k. Jest
to skorygowane przez wktad pierwszego rzedu, gdzie catka kulombowska
Vakak UWZglednia odpychanie elektrondw miedzy rozktadami tadunku or-
bitali a i k, natomiast catka wymienna v, prowadzi do rozszczepienia
energii stanéw singletowego i trypletowego 0 2v44- 4.257

Metoda Cl i macierz wiekowa
Doktadny stan |¥,) zwigzany z |®,) mozna obliczy¢ standardowg pro-
cedurg Oddziatywania Konfiguracji (Cl):

W) = ;CJn’q)ﬁ

@) = C;|Do)

4Schrimer Phys. Chem. Chem. Phys., 2025, 27, 4992
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gdzie C; to operatory wzbudzen:
{C} = {1; chejs eleleici, b<e, i< j; }

Reprezentacja przeksztatconego hamiltonianu H — E, daje macierz wie-
kowg CI H z elementami:

Hyy = (®|H|®;) — Eodyy
Rozwigzanie réwnania wtasnego:
HC=C , C'c=I

daje macierz wektorow witasnych C oraz diagonalng macierz warto$ci
wiasnych, reprezentujgcych energie wzbudzenia:

Q'n =E,—Ey
Momenty przejscia
Momenty przejscia sg powigzane z intensywnos$cig spektralna:

T, = <‘Pn|ﬁ’qj0> = Zc}kn<q)l|D"PO>
J

gdzie D to obserwabla, np. sktadowa operatora dipolowego.

Struktura blokowa macierzy Cl
Elementy macierzy sprzezenia Hj; znikaja, jesli konfiguracje I'i J r6znig
sie 0 wiecej niz dwie klasy wzbudzen.

p—h 2p-2h 3p-3h 4p-4h

p-h | 0+1 || 1 1 -
2p-2h | 1 || 0+ 1 1
3p-3h | 1 1 0+1 1
4p-4h | - 1 1 0+1

Rysunek 8: Struktura blokowa macierzy wiekowej Cl H (pomijajac sprzezenie ze sta-
nem podstawowym HF). Indeksy 0 i 1 odnosza si¢ do elementow macierzy zawieraja-
cych odpowiednio Hy i H;.

Wktady energetyczne drugiego rzedu
To oznacza, ze wkfad drugiego rzedu do energii wzbudzenia pojedyn-
czego zawiera domieszki wyzszych wzbudzen:

AED = U (ph) + UR (2p2n) + U 3p3h) — EY

a
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Cztony te reprezentujg mieszanie konfiguracji oraz efekty relaksaciji i po-
laryzacji. Pierwszy z nich moze wynikac z lepiej dopasowanych orbitali
obsadzonych/wirtualnych lub czesciowej domieszki stanu o innym cha-
rakterze. Drugi uwzglednia relaksacje i polaryzacje towarzyszgcg wzbu-
dzeniu a < k. Pozostate elektrony relaksujg sie po usunigciu elektronu
z orbitalu &, natomiast elektron w orbitalu wirtualnym polaryzuje rozktad
tadunku rdzenia jonowego, prowadzac do znacznego obnizenia energii
wzbudzenia pierwszego rzedu.

Rozwiniecie energii korelacyjnej

Trzeci sktadnik uwzglednia efekty korelacji elektronowej (ktére sg zazwy-
czaj wieksze w stanie podstawowym niz w stanach wzbudzonych), co
prowadzi do zwigekszenia energii wzbudzenia:

| Vapjij) 2

() _ g _
U, (3p3h) —E, Z-8a+8b—£i—8j

b,ij
2
Upelkj
+Z | c| JH
j7bc£b+gc_8k_£j
|Uab[kj]|2

b Eat & —E—E;

gdzie v,,;; 0znacza antysymetryzowane catki kulombowskie (ab||ij).

4.11 Przyblizenie losowej fazy (RPA)

Zalezna od czasu metoda Hartree—Focka

Przyblizenie losowej fazy (RPA) dostarcza energii wzbudzen w ramach
formalizmu odpowiedzi liniowej. Moze by¢é wyprowadzone z czasowoza-
leznych rownan Hartree—Focka (TDHF) w przypadku matych zaburzen.
Roéwnanie TDHF ma postac:

i%m(m = Ho(1)|9(t))

gdzie Hy(t) to zalezny od czasu operator Focka.

Zaktadajgc, ze spinorbitale HF sg zaburzane przez stabe zewnetrzne pole
zalezne od czasu, prowadzi to do niewielkich odchytek od stanu podsta-
wowego:

19c(1)) = 16”) + 180¢(1))
Aby wyrazi¢ fluktuacje w kompletnej bazie, rozwijamy jg wzgledem orbitali
wirtualnych (nieobsadzonych). Mozna roztozy¢ fluktuacje na wzbudzenia
p—h:
1806(1)) = Y (xare ™" +yie™) |04”)

a
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RPA - pseudozagadnienie witasne

Podstawiajgc rozwinigcie do zlinearyzowanego rownania TDHF (uwzgled-
niajgc tylko cztony pierwszego rzedu wzgledem zaburzenia), otrzymu-
jemy sprzezony uktad réwnan dla amplitud wzbudzenia x i relaksacji y
w postaci pseudozagadnienia wtasnego RPA:

(o )G e ()
-B* A" Ym " —Ym

gdzie A i B sg blokami macierzy hermitowskiej M zdefiniowanej wzgledem
przestrzeni konfiguracyjnej wzbudzen p — h i relaksacji 1 — p. Elementy
macierzy dane sg wzorami:

Aakpt = (€ — €k)Oab Ok — Vatbk + Varkb

Bak,ib = —Vabik + Vabki
Macierz A przypomina macierz wiekowg CIS, a B odpowiada za sprzeze-
nia pomiedzy p—hih— p.
Przyktad RPA 2x2

Przyktad 2x2 RPA
Dla zobrazowania, rozwazmy uproszczong 2x2 macierz RPA,
gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi:

a b\ [(x\ _ © X
b a)/\y) T \—y
Dwa rozwigzania wtasne wynoszg:

0r =+\Va? b =+a|\/1-5

Zatem, jesli |b| > |a|, pojawiajg si¢ wartosci zespolone. W przeciw-
nym razie, pierwiastek mozna rozwing¢ w szereg potegowy wzgle-
dem %:
a
b2
w+ =a— ﬁ —|— e

Momenty przejscia RPA
Momenty przej$cia w formalizmie RPA wyraza sie jako:

T, = Z (szmdak +ylta,mdka)
a,k

gdzie d,, sa elementami macierzy operatora przejscia.

Rozwinigecie energii wzbudzenia RPA
Energia wzbudzenia otrzymana w przyblizeniu RPA moze zosta¢ rozwi-
nieta perturbacyjnie:

AESPA = &, — & — Vakak + Vakka + Ué,f) (ph) + Uﬂgi)(hp) +0(3)
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Pokazuje to, ze energia wzbudzenia w RPA jest zgodna z teorig do pierw-
szego rzedu (co dotyczy takze momentu przejscia), natomiast w drugim
rzedzie uwzglednione sg jedynie wktady p —h i h— p, a pominieto efekty
relaksaciji i polaryzacji zawarte w nieobecnym sktadniku chlf) (2p2h). Cztony
h — p pojawiajg sie wskutek nietypowego sprzezenia wzbudzenia a <— k z
konfiguracjami relaksacyjnymi i — p.

Wkiad relaksacyjny (dziura—czgstka):

2
2) [ Vapfij|

U’ (hp)=—
ai (MP) bz,;EmLEb—Sk—Ej

ma te samg postaé co ujemny sktadnik w wyrazie 3p—3h — mimo ze pro-
wadzi do obnizenia energii wzbudzenia, jego interpretacja fizyczna jest
watpliwa. 4.267

Zalezne od czasu DFT w odpowiedzi liniowej

» W zaleznej od czasu DFT w formalizmie odpowiedzi liniowej (LR-
TDDFT) energie wzbudzen oblicza sie w rezimie liniowym.

+ Jest analogiczne do RPA, ale opiera sie na orbitalach i energiach
Kohn-Shama (KS).

» Bazuje na zaleznych od czasu réwnaniach Kohna—Shama w przy-

blizeniu adiabatycznym.
4.268

Réwnanie typu RPA w LR-TDDFT
Zagadnienie wtasne LR-TDDFT ma strukture identyczng jak RPA:

(& %)C)-=(5)

- Wykorzystuje energie orbitali KS zamiast HF: X5,
« Elementy macierzy sg modyfikowane przez jgdro (catkowania) wy-

miany—korelacji fxc.
4.269

Elementy macierzowe w LR-TDDFT
Macierze A i B sg dane wzorami:

1 KS KS XC

Aakpl = €° — &+ fokp T Vatkb
D XC

Bakib = fopi T Vabki

Tutaj catki kulombowskie v, W A zostaty zastgpione elementami macie-
rzowymi:
Faiw = (Pa®r] frc[no]| G dp)

gdzie

() = 2l

Rownania LR-TDDFT zaktadajg tzw. przyblizenie adiabatyczne, w kté-
rym funkcjonaty xc zalezg od czasu jedynie poprzez zalezno$¢ gestosci

elektronowej n(r) od czasu. Pozwala to stosowac potencjaty funkcjonatéw
stanu podstawowego, Exg[n]. 4.270
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Porownanie z RPA

» LR-TDDFT poprawia RPA poprzez wykorzystanie rozwigzan KS oraz
przyblizong korelacje za pomocg fxc.

» Nadal ogranicza sie do wzbudzen pojedynczych i nie uwzglednia
efektéw relaksacji/polaryzacji, o ile nie zastosuje si¢ specjalnych
jader catkowania.

» Wyniki pierwszego rzedu sg przyblizone; efekty korelacji drugiego
rzedu sg uwzglednione tylko czesciowo.

Rozwiniecie perturbacyjne energii wzbudzenia pokazuje, ze brak jest sktad-
nika odpychania kulombowskiego —uv..x Opisujacego odpychanie elek-
tronéw w orbitalach a i k:

AEJPOFT — giS _ efS 1 X0+ vosa+UF (ph) + T (hp) + 6(3)

e, Nie stanowi odpowiedniego zamiennika. Przynajmniej dla lokalnych
funkcjonatéw przyblizona zaleznos$¢ 1/R oryginalnej catki kulombowskiej
od odlegtosci R miedzy zlokalizowanymi orbitalami a i k nie moze zosta¢
odtworzona.
Skutkuje to stabym opisem wzbudzen typu Rydbergowskiego oraz przejs¢
z przeniesieniem tadunku (CT). 4.271

Ttumienie kulombowskie ()

Jednym ze sposobdw korekcji takich problemow jest parametryzacja funk-
cjonatow zawierajgcych 100% wymiany Hartree—Focka (np. M06-HF),
jednak zawierajg one duzg liczbe fitowanych parametréw empirycznych.

Alternatywg jest zachowanie postaci popularnych funkcjonatow typu GGA
lub hybrydowych w bliskim zasiegu przy jednoczesnym wprowadzeniu
100% wymiany HF dla oddziatywan dalekozasiegowych. Sg to tzw. funk-
cjonaty hybrydowe z separacjg zakresu (RSH), w ktérych oddziatywanie
kulombowskie dzieli sie przy pomocy funkcji btedu:

1 1-erf(or?) +erfc(a)r12)

'z " L
krétki‘gasieg d%ugi;asieg

+ o to parametr separacji zakresu (w jednostkach Bohr—1).
« Steruje tym, jak szybko wtgcza sie oddziatywanie dalekozasiegowe.

» Stosowany m.in. w funkcjonatach CAM-B3LYP, ®B97X, LC-BLYP.
4.272
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Wydajnos¢é metody TDDFT
Udziat krétkozasiegowej ¢, i dalekozasiegowej c¥ . wymiany Hartree—Focka w wybra-
nych funkcjonatach DFT.

Funkcjonat ¢}, iy o
CIS/RPA 1.00 1.00 -
B3LYP 0.20 - -
BHLYP 0.50 - -

CAM-B3LYP  0.19 0.65 0.33
CAMh-B3LYP 0.19 0.50 0.33

BP86 0.00 - -
PBE 0.00 - -
PBEO 025 - -
PBES50 0.50 - -
oPBE 0.00 1.00 0.30
ohPBEO 0.25 0.50 0.20
oPBEh 0.20 1.00 0.20
®0B97X 0.16 1.00 0.30
«0B97X-D 0.22 1.00 0.20
BNL 0.00 1.00 -
MO06-2X 054 - -
M11 0.43 1.00 -
M11-L 0.00 - -

77777777777777777777
o8

7777777

2
333333333333333333333

Rysunek 9: Wydajno$¢ funkcjonatow TDDFT w poréwnaniu z energiami wzbudzen CC2
obliczonymi z uzyciem baz def2-TZVP. Energie wertykalnych wzbudzen elektronowych
(VEE, w eV) obliczone metodami TDDFT i TDA przedstawiono odpowiednio na czer-
wono i czarno [J. Chem. Theory Comput. 2020, 16, 1, 587].
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CSRPA e

BHLYP ===
CAM-B3LYP ==
CAMh-B3LYP
BP8G
PBE-

PBE5S0
OPBE Em=—
whPBE0-=— ® RMS(TDDFT)

®PBEh =0
BNL ————— "MSA(TDDFT)

WBI7X ——e = RMS(TDA)
0BI7X-D e
MO6 2X =0 u MSA(TDA)
M —e

Error relative to CC2 (eV)

CIS/RPA e
BHLYP e
CAM-B3LYP
CAMh-B3LYP m=—
BPE6-
—— PR e
PBEO-——=
PBES0

0PBE e
©hPBE0 " RMS(TDDFT)
PBEh e
" BN, e "MSATODFT)
0B e RMS(TDA)
©BI7X-D Ve

M06 2X = B MSA(TDA)
M —r
M
T T T T T
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Error relative to CC2 (eV)

Rysunek 10: Réznice RMS i MSA (w eV) pomiedzy energiami VEE obliczonymi na
poziomach TDDFT, TDA i CC2 z uzyciem baz def2-TZVP (gérny panel) oraz aug-def2-
TZVP (dolny panel). Uwzgledniono energie wzbudzen pieciu najnizszych stanéw wzbu-
dzonych wybranych organicznych chromoforow.
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Rozdziat 5

Chemia obliczeniowa

5.1 Dokladnos¢ chemiczna

Wymagana dokladnos¢ dla realistycznych prognoz chemicznych
« Dokladnos$¢ chemiczna: 1 kcal/mol
— 4,184 kd/mol
—433x107%eV
— 350 cm!
- 1,59 mHartree
« Dokladnos$¢ sub-chemiczna: 1 kJ/mol i lepsza

5.2 Dobre praktyki KS-DFT

Ograniczenia DFT
Teoria funkcjonatu gestosci (DFT) z reguly nie jest wystarczajaco

doktadna, aby samodzielnie osiggna¢ wymagana doktadnos¢ che-
miczna.

Dokfadnos¢ i koszt obliczeniowy w typowych zastosowaniach termoche-
micznych dla popularnych metod chemii kwantowej:°

minimal
def2-mTZVPP

e=TZ
*CBS
10 . T . e

l B3LYP/6-31G*

T (m)GGA
SCAN-3c

hybrid

error / kcal-mol™

<05 CcC

T T T T
<0.01 1 10 100

relative computation time

5SQM = metoda pétempiryczna chemii kwantowej; CBS = granica kompletno$ci bazy
funkcyjne;j.
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Najlepsze Praktyki w Chemii Obliczeniowej - DFT®
Dokfadnos¢ i koszt obliczeniowy:

» Metody oparte na funkcji falowej, takie jak metoda sprzezonych kla-
strow (CC), np. CCSD(T), dostarczajg wynikow o jakosci referen-
cyjnej z doktadnoscig lepszg niz 1 kcal/mol dla typowych zmian
energii chemicznej w niemal kazdym dobrze zachowujacym sie
uktadzie jednoreferencyjnym.

* Nizsze poziomy hierarchii metod DFT, od ztozonych metod kompo-
zytowych z matg baza funkcyjng (np. r2ZSCAN-3c), przez funkcjo-
naty (m)GGA, az po funkcjonaty hybrydowe, zapewniajg systema-
tycznie lepsze wyniki, gdy stosowane sg w potaczeniu z odpowied-
nio duzymi bazami funkcji atomowych.

» Najbardziej zaawansowane funkcjonaty podwdjnie hybrydowe cze-
sto dostarczajg wynikow zblizonych do poziomu referencyjnego me-
tod CC.

5.279

Znaczenie akronimu ,,3¢c” w tzw. metodach kompozytowych

Co oznacza koncéwka ,,3¢” w metodach typu r2SCAN-3c?
« 3c = trzy poprawki empiryczne, ktore koryguja wyniki obliczen
przy uzyciu matych baz funkcyjnych:
1. D3 — Korekcja dyspersji (np. D3(BJ) Grimmego) Uwzglednia
oddziatywania dyspersyjne pominigte w standardowym DFT.

2. gCP — Geometrical Counterpoise Correction Koryguje btagd na-
ktadania baz funkcyjnych (BSSE).

3. SRB — Korekcja niekompletnosci bazy funkcyjnej w zakresie
krétkozasiegowym poprawia opisy oddziatywan na krétkich od-
legtosciach.

Zastosowania metod ,,3c”

» Szybkie oszacowania energii.
» Badania duzych czgsteczek i materiatéw.
* Analizy geometrii i konformaciji.

5.280

6Na podstawie pracy Grimme et al. Angew Chem Int Ed, 61, 2022
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Drabina Jakuba DFT wg Perdew

Kategoryzacja funkcjonatéow wedtug ,Drabiny Jakuba” Perdewa:’

~

"heaven" of chemical accuracy

,
\

: : PWPB95
A double-hybrid

virt. ¢(r) el el B2PLYP
occ. §(r) hybrid wB97X-D §
(Fock exc.) (global, range-sep., local) ~ B3LYP 3
: - 3
() TPSS 2
: ta-GGA 2 8
(via ¢()) iy SCAN £
8 g =
Z N .S
©
PBE 5
Vp(r) GGA B97-D c
. ) O
G B o

p(r) LSDA SVWN

e N

Hartree "hell” jﬁ

Schemat decyzyjny wyboru metody obliczeniowej

(3 methodological decision

‘ single-reference electronic structure? ‘

yes — 1 o

[J key question

[ gas-phase? ] [ apply sophisticated multi-reference methods

—yes—l— noﬁ

[ choose solvation model ]

flexible molecule? ]

—— no —l—yes—‘

apply conformational search algorithm and
consider using ensemble for averaged property

[ choose functional I

[ heavy elements (Z > 36) involved? ]

yes I no

—
consider relativistic treatment ]
!

[ choose basis set ]

[ optimize geometry or ensemble ]

[ compute final energies or desired property l

[ enthalpy or free energy desired? ‘

— yes l no |
apply zero-point vibrational energy and [ use computed electronic energies
thermostatistical corrections

"p = gesto$é elektronowa, t = gesto$é energii kinetycznej, ¢ = orbital molekulary,

Fock exc. = wymiana Focka (doktadna wymiana z teorii funkcji falowej).
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Struktura elektronowa i efekty solwataciji

Struktura elektronowa

» Sprawdz obecno$¢ charakteru wieloreferencyjnego za pomocg prostych
wskaznikéw (np. luka HOMO-LUMO, kontaminacja spinowa).

» Zachowaj szczegblng ostroznos¢ w przypadku uktadéw otworpowtoko-
wych (szczegdlnie niskospinowych).

* Nie stosuj metod jedno-referencyjnych, takich jak DFT, do uktadéw wielo-
referencyjnych.

Efekty Solwatacji

» Wybierz model lub stan skupienia jak najbardziej zblizony do warunkéw
eksperymentalnych.

+ Stosuj ciggte modele solwatacji dla czgsteczek w roztworze; najlepiej sto-
sowac fizycznie kompletne modele, takie jak COSMO-RS lub SMD (PCM).

« Zachowaj ostrozno$c¢ dla uktadéw natadowanych, dla ktérych modele cig-
gte moga by¢ niedoktadne (im wyzsza gesto$¢ tadunku, tym wieksza nie-
doktadno$c).

» Rozwaz zastosowanie jawnej solwataciji, jesli jest to konieczne.

Struktura molekularna i poszukiwanie konformerow

Struktura Molekularna

» Sprawdz wptyw elastycznosci strukturalnej i konformacji poprzez przeszu-
kiwanie przestrzeni konformacyjne;j.

» Stosuj zautomatyzowane algorytmy wyszukiwania konformerdow, np.
CREST lub GOAT.

« Staraj sie znalez¢ i zweryfikowac konformer o najnizszej energii.

* Rozwaz wykonywanie obliczen usrednionych wedtug rozktadu Bolt-
zmanna.
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Wyboér Funkcjonatu DFT

Dobér funkcjonatu

Wybieraj funkcjonat ostroznie, kierujac sie badanym uktadem chemicznym
i celem obliczen, a nie popularnoscia.

Zawsze uwzgledniaj korekcje dyspersiji.

Sprawdzaj wiarygodne kompromisy miedzy kosztem a doktadnoscig i roz-
waz funkcjonaty (m)GGA. Funkcjonaty hybrydowe sg doktadniejsze, ale
znacznie bardziej czasochtonne niz (m)GGA.

Sprawdzaj spb6jnos¢ wynikéw pomiedzy réznymi klasami funkcjonatow
(np. poréwnujac hybrydowy i (m)GGA).

W przypadkach krytycznych testuj funkcjonaty hybrydowe z r6znym udzia-
tem wymiany Hartree-Focka.

Rozwaz sprawdzone podejscia wielopoziomowe i metody kompozytowe
dla wigkszych uktadow.

Poréwnianie funkcjonatow DFT?®

Srednie btedy (RMSD) w kcal/mol dla 20 wybranych funkcjonatéw gestosci z najmniejszym RMSD spoéréd
200 ocenianych funkcjonatéw. NCED - tatwe przypadki dimeréw niekowalencyjnych, NCEC - tatwe przypadki
klastréw niekowalencyjnych, NCD - trudne przypadki dimeréw niekowalencyjnych, IE - tatwe przypadki energii
izomeryzaciji, ID - trudne przypadki energii izomeryzacji, TCE - tatwe przypadki termochemii, TCD - trudne
przypadki termochemii, BH - wysokosci barier energetycznych.

Functional NCED
SPW92 2.14
PBE 1.96
PSS
B3LYP
PBE-D3(BJ) 0.46 5.78 367 071 5.19 9.67 17.20 9.99 0.049 0.42
revPBE-D3(BJ) |  0.49 6.60 254 077 5.21 6.60 9.91 8.30 0.053 0.44
BLYP-D3(BJ) | 0.34 2.18 282 o068 (AN 663 11.11 9.91 0.031 0.25
B97-D3(BJ) 0.47 4.82 252 078 9.15 4.66 7.92 8.32 0.045 0.42
TPSs-D3(BJ) | 0.38 2.28 3.06  0.69 6.47 5.88 8.86 8.72 0.070 0.33
SCAN-D3(BJ) | 0.54 9.18 341 055 4.46 5.25 6.39 7.83 0.037 0.60
MO6-L 0.55 2.20 187 071 [106 " 544 12.97 6.85 0.043 0.60
BI7M-rv_ | 0.22 2.04 6.45 3.57 4.78 4.36 0.025
PBEO-D3(B)) | 0.44 2.28 3.47 4.76 8.72 4.91 0.043
B3LYP-D3(B)) | 031 3.02 1.88 049 8.51 3.72 5.97 5.65 0.022 0.37
wB97X-D 0.37 1.01 146  0.67 3.11 3.44 5.79 2.34 0.038 0.42
WBI7X-V 0.24
TPSsh-D3(BJ) |  0.36
MO06-2X 0.43
MN15 0.47
wBI7M-V

Minimum

wB97M-V  wB97M-V MO08-SO B97M-V wBI97M-V wB97M-V wB97M-V wBI7M-V | wBI97M-V wBI7X-V

8Mardirossian and Head-Gordon Mol. Phys. 2017, 115 (19), 2315-2372.
https://doi.org/10.1080/00268976.2017.1333644.
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Poréwnianie funkcjonatow DFT®

Warto$ci WTMAD (wazona catkowita $rednia bezwzgledna odchytka) dla zbioru GMTKNS5S5 dla 83 ocenianych
funkcjonatéow uwzgledniajacych dyspersje (w kcal/mol). Czerwone stupki oznaczaja trzy najlepsze metody
na ich odpowiednim szczeblu drabiny Jakuba. Przyrostek D3 zostat pominigty, chyba ze byt potrzebny dla
uniknigecia niejednoznacznosci.

GMTKN55 benchmark

WTMAD-2/ (keal mol™)

o0,
=)
<
SO s S
S

Wybér bazy funkcyjnej w obliczeniach DFT

Dobér Bazy Funkcyjnej

Najczesciej stosowane bazy funkcyjne typu Gaussa: Pople’a (np. 6-31G),
Dunning’a (cc-pVXZ), Jensen’a (pc(seQ)-X), Ahlrichs’a (def2-XVP).

Bazy Pople’a (6-31G*, 6-311G**) i Dunninga (cc-pVXZ) nie sg zalecane
do standardowych obliczeh DFT.

Bazy Ahlrichsa (def2-XVP) sg bardziej wydajne i szeroko dostepne dla
wiekszej czesci uktadu okresowego.

Dobér Bazy Funkcyjnej

Zwracaj uwage na btedy BSIE (niekompletnos¢ bazy) i BSSE (naktadania
bazy).

Stosuj bazy co najmniej >TZ dla wtasciwosci energetycznych.

Rozwaz dodanie funkcji polaryzacyjnych (np. def2-XVPP, 6-311G(2df,2p))
dla wigkszej elastycznosci.

Dodaj funkcje dyfuzyjne dla aniondw, obliczen momentéw dipolowych i
polaryzowalnosci (np. ma-XVP, def2-XVPD, 6-31+G).

Sprawdz zbiezno$¢ bazy przez zwiekszenie/zmniejszenie liczby kardynal-
nej o jeden.

Dla ciezkich pierwiastkéw (Z>36) stosuj efektywne potencjaty rdzeniowe
(def2-ECP), lub alternatywnie X2C, ZORA lub DKH z dedykowanymi ba-
zami (np. cc-pVDZ-DK).

W obliczeniach post-HF nie stosuj baz mniejszych niz VDZ (jakosciowa
analiza) lub VTZ (pétilosciowa). Bazy Dunninga (cc-pVXZ) sg zazwyczaj
najlepszym wyborem.

9Goerigk et al. PCCP 2017, 19 (48), 32184-32215.
https://doi.org/10.1039/C7CP04913G.
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Poréwnanie z Eksperymentem
* Modele obliczeniowe zazwyczaj dotyczg 0 Ki 0 Pa!

» Nalezy dodawac korekcje energii drgan zerowych i poprawek termoche-
micznych.

» Uwaga na przesuniecie energii swobodnej indukowane stezeniem (do en-
talpii nalezy dodac poprawke AG = RT InV,, ~ 1.89 kcal/mol).

» Dla duzych uktadéw z niskimi czesto$ciami drgan (< 50— 100 cm~!) warto
stosowa¢ model MRRHO (dostepny np. w GoodVibes).
Matryca Decyzyjna: Metody i Bazy
» Macierz pokazuje zalecenia dla r6znych zadan obliczeniowych.

+ Kolory: czerwony — niezalecane, zétty — ostroznos¢, zielony — odpowied-
nie, niebieski — optymalne pod katem kosztu i doktadnosci.

» Uwzglednia typowe bfedy: SIE, BSSE, BSIE lub nadmierne wymagania
obliczeniowe.

functional.class:/ basls structures | frequencies | conformers reacti_on barriers NCI
recommendation size energies
DZ structure® l BSIE SIE, BSIE SIE, BSIE SIE, BSIE
(meta-)GGA
TZ SIE, BSSE | SIE, BSSE | SIE, BSSE
B97M-V, ’SCAN 2, TPSS
Qz excessive excessive SIE SIE SIE
Dz structure® BSIE BSIE BSIE, SIE® BSIE
hybrid
TZ BSSE BSSE, SIE® BSSE
PW6B95, PBEO
Qz excessive excessive SIE®
Dz structure® BSIE BSIE BSIE [ BSIE
range-separated hybrid
TZ BSSE BSSE BSSE
WB97X-V, wBI7X-D4,
wBI7M-V, wB97M-D4, Qz excessive excessive
structure®,
double-hybrid bz excessive I BSIE [ BSIE I BSIE I BSIE
PWPBOS5, wBI7M(2), TZ excessive excessive BSSE BSSE BSSE BSSE
revDSD-PBEP86-D4 4 .
QZ excessive excessive
composite methods
B97-3¢ TZ SIE SIE SIE
r?SCAN-3¢ # TZ SIE SIE SIE
PBEh-3c ¢ Dz BSIE BSIE BSIE
commonly used
combinations
b
B3LYP/6-31G* DZ | BSSE, no-D S"‘r’]f)‘_‘ge * | BSSE, no-D | BSSE, no-D | BSSE, no-D [BSSE, no-D
BP86-D3 TZ SIE, BSSE SIE, BSSE | SIE, BSSE
MO06-2X/6-311G** ad¢ TZ

2 High dependency on the size of the numerical integration grid.

b If the structure is reasonable (DZ = TZ), GGA/DZ or even semi-empirical frequencies are sufficient. If not, use SPH.
¢ Self-interaction error can limit the accuracy for hybrid functionals with small amounts of Fock exchange (< 25%).

9 The large amount of Fock exchange can cause pronounced errors for transition metal complexes.

¢ 6-311G** behaves like a double-zeta basis set and should be used with caution.

not recommended intermediate accurate recommended / good cost-benefit-ratio
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Pakiety Oprogramowania Chemii Kwantowej

Energie homolitycznej dysocjacji wiazania chemicznego (kJ/mol)

GAUSSIAN — popularny, prosty, wspiera ONIOM.
GAMESS(US) — metody wielokonfiguracyjne (ORMAS, MCQDPT), EFP i

analiza EDA.

TURBOMOLE - szybki, zaawansowane algorytmy DFT, ADC(2), CC2.

ORCA - wydajny kod DFT i metody funkcji falowej (NEVPT2), szybka
implementacja funkcjonatéw hybrydowych (RIJCOSX) bogaty wybor na-
rzedzi do spektroskopii molekularnej.

Q-Chem — bogaty wybér funkcjonatéw (WB97X-V), analiza EDA, TD-DFT.
Metody DFT dedykowane do NCI (SAPT, DFT-C).

Psi4 — modutowy, tatwa integracja i skrypty, SAPT.
Molpro — zaawansowane metody RPA, ACFDT, osadzanie WFT-in-DFT,

SAPT.

OpenMolcas — metody wielokonfiguracyjne: XMS-CASPT2, RASSCF, RASSI.

BAGEL — metody wielokonfiguracyjne: XMS-CASPT2, MCQDPT.

Wigzanie granica HF Eksperyment A
CH;—CH; — CH;+'CH; 276 406 -130
CH;—NH, — "CH;+'NH, 238 389 -151
CH;—OH — CH;+OH 243 410 -167
CH3—F — CH;+F 289 477 -188
NH,—NH, — ‘NH,+'NH, 138 289 -151
HO—-OH — "OH+"OH -8 230 -238
F-F— F+F -163 184 -347
Geometria rownowagowa — Granica Hartree—Focka
Czasteczka Parametr [A,°] granica HF Eksperyment A
H, r(HH) 0.736 0.742 -0.006
LiH r(LiH) 1.607 1.596 +0.011
CH, r(CH) 1.083 1.092 -0.009
NH, r(NH) 1.000 1.012 -0.012
<HNH 107.9 106.7 -1.2
H,O r(OH) 0.943 0.958 -0.015
<HOH 106.4 104.5 +1.9
HF r(FH) 0.900 0.917 -0.017
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Geometria rownowagowa — Granica Hartree—Focka

Czasteczka  Parametr [A,°] granica HF Eksperyment A

etan H;C—CHj 1.527 1.531 -0.004
metyloamina HzC—NH, 1.453 1.471 -0.018
metanol H;C—-OH 1.399 1.421 -0.022
fluorometan HzC—F 1.364 1.383 -0.019
hydrazyna H,N—NH, 1.412 1.449 -0.037
H,O, HO—-OH 1.388 1.452 -0.064
fluor F-F 1.330 1.412 -0.082
etylen H,C=CH, 1.315 1.339 -0.024
formaldehyd H,C=0 1.178 1.205 -0.027
tlen 0=0 1.158 1.208 -0.050
acetylen HC=CH 1.185 1.203 -0.018
cyjanowod6r HC=N 1.124 1.153 -0.029
azot N=N 1.067 1.098 -0.031

Srednie odchylenia diugosci wiazan od wartosci eksperymental-
nych dla 108 czasteczek atoméw grup giéwnych wyznaczone w
bazie 6-31G(d,p)

Dtugo$¢ wigzania HF MP2 LDA GGA Hybrydowy
odchylenie w [A]  0.021 0.014 0.016 0.017 0.011

Srednie odchylenia energii atomizacji od wartosci eksperymen-
talnych dla 108 czasteczek atomow grup gtéwnych wyznaczone w
bazie 6-31G(d,p)

Energia atomizacji HF MP2 LDA GGA Hybrydowy
odchylenie w [kcal/mol] 119.2 22.0 52.2 7.0 6.8
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5.3 Dobre praktyki WFT

Przyblizone metody chemii kwantowe;j'°
FCI

CCSDTQ
CCSDT
CCSD(T)

CCSD

korelacja elektronowa

HF-SCF

cc-pVDZ cc-pVTZ cc-pVQZ cec-pVSZ  “baza funkcyjna

Granica HF''

Ekstrapolacja do bazy zupetnej
E(HF-SCF/cc-pVXZ) = E.(HF-SCF) + aexp(—bX)

[ [ [ [ [
. Wartosci energii
-75.98 | — E(x) = —76.0676 +0.0617¢ 357X
-76.00
o
(@]
o -76.02
c
LUl
-76.04
-76.06 |-
2 3 4 5 6

Baza funkcyjna (X)

0Na podstawie wyktadéw Jiirgena Gauss na ESQC
1D, Feller, J. Chem. Phys. 98, 7059 (1993)
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Zbieznos¢ energii korelacji'?

Ekstrapolacja energii korelacji
AE..(CC) = AE(CClaug-cc-pVXZ) — )%

O-O ‘ [ [ T T
° Wartosci energii

01l — E(X) = —0.355847 + 1827728 7
[ay)
ko)
o -02} |
[
L

-0.3 |

'0.4 ! | | 1 l

Baza funkcyjna (X)

Wielkos¢ energii korelaciji
 Energia korelacj zazwyczaj stanowi mniej niz 1% catkowitej energii.

H,O HCN

EHF  76.068 -92.916
AE.x -0.372 -0.518
AE.  -0.052 -0.044

Znaczenie korelacji elektronowej

 Energia korelacji zalezy gtéwnie od elektronéw walencyjnych.

* 0.001 jednostki Hartree to 2.6255 kd/mol.

 Efekty korelacyjne sg zawsze istotne przy zrywaniu/tworzeniu wig-
zan.

Przyktad: Dysocjacja CO (jednostki atomowe)
CO — C(’P) + O(°P)
C O CO D, (a.u.)

Eyr -37.693774 -74.819232 -112.790997 0.277991
Ecorr -0.151537  -0.248978  -0.536591 0.136076
Eoa  -37.845307 -75.068210 -113.327588 0.414071

12Helgaker et al., J. Chem. Phys. 106, 9639 (1997)
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Przyktad: Dysocjacja CO (kJ/mol)
CO — C(*P) + O(’P)
C O CO

D, (kJ/mol)

Eyr -37.693774 -74.819232 -112.790997

Ecorr -0.151537  -0.248978  -0.536591

Ewoa  -37.845307 -75.068210 -113.327588
Efekty korelacji elektronowej sg znaczace.

Znaczenie podwojnych wzbudzen

729.9
357.3
1087.2

* MP2 odzyskuje zwykle ponad 95% energii korelacyjne;.

» Rachunek MPPT zbiega sie monotonicznie w rzedach parzystych

lub nieparzystych.

Przyrost Suma

AE(MP2) -0.2040 -0.2040
AE(MP3) -0.0068 -0.2108
AE(MP4) -0.0052 -0.2160
AEon -0.2170

Zbieznos¢ do FCI dla H,O (cc-pVD2Z)

Metoda Cl Energia [a.u.]

CISD -76.231972
CISDT -76.234926
CISDTQ  -76.243457
CI(5) -76.243640
Cl(6) -76.243770
CI(7) -76.243772
CI(8) -76.243773
Cl(9) -76.243773
FCl -76.243773

Koszt obliczeniowy

Przyblizenie Ztozonos$¢ obliczeniowa

CISD NS
CISDT NS
CISDTQ N10
CI(5) N2
FCI -
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Standardowe podejscia CC
Obcinanie operatora klasterowego 7T':

Operator Metoda Koszt
T=T+T CCSD N6
T=T\+T+Tx CCSDT N8

T=T1+5h+T3+T, CCSDTQ N!0
T=T1+LH+ --+1n FCI -

Dokladnosé¢ metod CC

* Obliczenia dla czasteczki CO w bazie cc-pVDZ, zamrozone orbitale

rdzenia (FC).

+ Odchylenia od energii FCI: E(FCI) = —113.055853 a.u.

Metoda  ClI[mH] CC [mH]

SD
SDT

30.804 12.120
21.718 1.009

SDTQ 1.775 0.061
SDTQP 0.559 0.008
SDTQPH 0.035 0.002

Doktadnos¢ przyblizen potréjnych wzbudzen

Metoda  Odchylenie od FCI [mH] od CCSDT [mH]
CCSD 12.12 11.11
CCSDT-1 0.13 -0.88
CCSDT-2 1.52 0.51
CCSDT-3 1.47 0.46
CC3 0.12 -0.89
CCSD(T) 1.47 0.46
CCSD+T -0.05 -1.06

+ Obliczenia dla czgsteczki CO w bazie cc-pVDZ, FC.

Metody wysokiej doktadnosci - HEAT '3
Energia atomizacji CO (wszystkie energie w kJ/mol)'*

HF-SCF

+ACCSD(T)

+ACCSDT
+ACCSDTQ
+ACCSDTQP
+skalarne efekty rel.
+rozszcz. spin-orbita
+ZPE (anharmoniczne)
+DBOC

730.13 (ekstrapolacja Q56)
356.53 (ekstrapolacja ae, 56)
-2.37 (ekstrapolacja fc, TQ)
2.22 (fc, cc-pVDZ)

0.13 (fc, cc-pVDZ)

-0.65 (CCSD(T)/aug-cc-pCVTZ)
-1.20 (MRCISD/cc-pVDZ+PP)
-12.99 (CCSD(T)/cc-pVQ2)
0.02 (CCSD/aug-cc-pCVQ2Z)

Suma (teoria)
Eksperyment

1071.83
1072.13 £ 0.09

13Tajti et al., J. Chem. Phys. 121, 11599 (2004)
“Harding et al., J. Chem. Phys. 128, 114111 (2008)
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Statystyczna ocena metody HEAT

» High-accuracy Extrapolated Ab-initio Thermochemistry (HEAT)
» Energie atomizacji dla wybranych czgsteczek (N2, Ho, Fo, CO, O,

itd. w kd/mol)
Sredni btad Maks. btad RMS btad 5310
-0.24 0.87 0.42 :

Dokladnos¢ parametrow geometrycznych metod CC
» Obliczenia dtugosci wigzania r(OH) w H,O (w A)

Metoda Cl CcC

SD 0.96131 0.96435
SD(T) - 0.96575
SDT 0.96251 0.96583

SDTQ 0.96593 0.96614
SDTQP  0.96606 0.96616
SDTQPH 0.96616 0.96616
FClI 0.96616

+ Obliczenia wykonane w bazie cc-pVDZ
5313

Standardowe podejscia metody Coupled-Cluster (CC)

Operator Metoda Ztozonosé
T=T+D CCSD N©
T=T\+T,+T; CCSDT N8
T=T1+LH+T:+T, CCSDTQ N0
T=T1+1+T3+T,+Ts CCSDTQP N2

T=T1+T+--+Ty FCI Petne rozwigzanie

* Implementacje CCSD i CCSD(T) dostepne m.in. w: ACES2, ACES3,
CFOUR, DALTON, GAUSSIAN, GAMESS, MOLCAS, MOLPRO,
NWCHEM, ORCA, PSI, PySCF, Q-CHEM, TURBOMOLE.

 Implementacje CCSDT w: ACES2, CFOUR, NWCHEM.

» Implementacje CCSDT(Q) i CCSDTQ w: CFOUR, MRCC.

5.314
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Dlaczego termodynamika statystyczna?
Chemia kwantowa dostarcza energii pojedynczych czgsteczek, podczas
gdy termodynamika opisuje uktady makroskopowe zawierajgce okoto

Ny =6.022 x 102 czasteczek

Termodynamika statystyczna stanowi pomost pomiedzy mikroskopowymi
poziomami energetycznymi a makroskopowymi wiasciwosciami termody-
namicznymi.

Centralng wielko$cia jest funkcja podziatu.

q=Y gie BT
i

5.315

Rozktad Boltzmanna

Rozwazmy uktad znajdujgcy sie w réwnowadze termicznej w temperatu-
rze T.

Niech P, oznacza prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanie kwan-
towym i o energii E;.

Zgodnie z rozktadem Boltzmanna:

—Ei/kT
P = ge = gdzie q= Zg,-e_E"/kT
q i
jest funkcjg podziatu, a g; oznacza degeneracje stanu i.
Stosunek obsadzen dwoch standéw wynosi zatem
Bi _ & -t

P g

Wraz ze wzrostem temperatury wzrasta obsadzenie stanéw o wyzszych
energiach. 5.316

Rozwazmy uktad dwupoziomowy
ﬂ _ o AE/KT
Fo

Dla

AE = 1000 cm ™!

w temperaturze T =298 K,

i ~ 0.008
P
a wiec mniej niz 1% czasteczek znajduje si¢ w stanie wzbudzo-

nym.

123



Funkcja podziatu
Molekularna funkcja podziatu ma postac

q= Zgie_Ei/kT
i

Petni ona role czynnika normalizujgcego rozktad Boltzmanna i zawiera
catg informacje termodynamiczng o uktadzie.

Dla niezaleznych rodzajow ruchu:

q = qtrans9rotqvibgelec

W przyblizeniu sztywnego rotatora i oscylatora harmonicznego (RRHO):

* translacja = gaz doskonaty,

* rotacja = sztywny rotator,

+ drgania = oscylator harmoniczny,

« zaniedbane sg wzbudzone stany elektronowe.

Funkcje termodynamiczne wyrazone przez funkcje podziatu
Dla jednego mola czgsteczek:

T ),

dl
S:Rlnq—i—RT( nq)
1%

oT
H=U+RT
G=H-TS

Wszystkie poprawki termodynamiczne raportowane przez programy che-
mii kwantowej wynikajg z tych zaleznosci.

Wkiad translacyjny
Dla gazu doskonatego

h2
Odpowiadajgce wktady termodynamiczne:

2amkT \ %/
qtrans = Vv

3
Utrans - ERT

5
Htrans - ERT

5
Strans =R |:1n Qtrans T+ §:|
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Translacja jest zwykle najwiekszym Zrddtem entropii. 5.320

Wkiad rotacyjny
Dla czgsteczki nieliniowej

7 (82T
Qrot:£<—h2 ) v/ Ialplc

c
gdzie

* Iy, Ip,Ic sa gtdbwnymi momentami bezwtadnosci,
* o jest liczbg symetrii rotacyjnej (1 dla C; i C.,, 2 dla C,,, 3 dla C3,,
12 dla T; i Dgy,.

Wktady termodynamiczne:

3
Urot — ERT

Srg[ = R<lnCIr0t + 3/2) 5.321

Wibracyjna funkcja podziatu
Kazde drganie normalne traktuje sie jako niezalezny kwantowy oscylator

harmoniczny.
1
Ev =hv v+ E

Funkcja podziatu pojedynczego drgania normalnego:

~exp(—hv;/2kT)
U= T exp(—hvi/kT)
Catkowita oscylacyjna funkcja podziatu:

Qvib = Hqi
i

5.322

Energia drgan zerowych
Nawet w temperaturze zera bezwzglednego energia drgan nie jest rowna
zeru:

EzpvE = Z %hvi
i
Dla czgsteczki nieliniowe;j:
i=1,....3N—6
A zatem

Eo =E.+EzpvE
Jest to zwykle pierwsza poprawka dodawana do energii elektronowej. 5.323
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Termiczna poprawka oscylacyjna
Wkiad drgan do energii wewnetrznej wynosi

1 /’lV,‘
Ui =Y | =hv,
i =1 | 3 k) 1

1

Pierwszy sktadnik odpowiada energii drgan zerowych (ZPVE).
Drugi sktadnik opisuje termiczne obsadzenie wzbudzonych stanéw oscy-
lacyjnych.

Drgania o wysokich czesto$ciach wnoszg bardzo niewielki wktad w tem-
peraturze pokojowe;j.

Entropia drganiowa
Dla oscylatora harmonicznego

Xi

Si=R l—ln(l—e_x")

eXi —
gdzie

- hv;

N T

Drgania o niskich czesto$ciach dominujg wkiad do entropii.
Jest to gtéwne zrddto bteddw przyblizenia RRHO.

Termochemia RRHO w chemii kwantowej

Poprawki termodynamiczne raportowane przez wiekszos¢ programow che-
mii kwantowej wyprowadzane sg w ramach tego samego formalizmu ter-
modynamiki statystycznej:

q = qtrans9rotqvibdelec

przy wykorzystaniu modelu translacji gazu doskonatego, rotacji sztyw-
nego rotatora, drgan oscylatora harmonicznego oraz energii elektrono-
wych w przyblizeniu Borna—Oppenheimera.

Analiza czestosci drgan dostarcza energii drgan zerowych (ZPVE), ter-
micznych poprawek do energii wewnetrznej i entalpii, entropii, a w kon-
sekwenciji réwniez energii swobodnej Gibbsa.

Koncowe wielkosci termodynamiczne wyznaczane sg zgodnie z zalezno-
$ciami:

U(T> = Eo + Ethermal
H(T)=U(T)+RT
G(T) = H(T)—TS
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Schemat wyznaczania wielkosci termodynamicznych w modelu RRHO
Obliczenie struktury elektronowej

Eel

Y
Geometria i czestosci drgan
{vi71A71371C7 G}

Y
Funkcje podziatu

qtranssqrot > Qvib

Energia Wewnetrzna ‘ Entropia
S

Entalpia
H=U+RT

Y
Energia swobodna Gibbsa
G=H-TS

5.327
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Rozdziat 6

Oddziatywanie swiatta z materig

6.328
6.1 Diagram Jabtonskiego
S °>‘§ IC
Py >
2
>
S
4= —— e w2 2 >
IC ISC ocg
> T

c €=
2 ) ISC Q
g : -
S 2 2
x a o O
= < S 5
T 5
2
(a1

Ground state S
Rysunek 11: The Perrin—Jablonski diagram
6.329
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6.2 Ztota zasada

Przejscie z pojedynczego stanu do kontinuum

Rozwazmy przejscia pomiedzy pew-
nym stanem |0) o energii Ey, a kon-
tinuum stanéw |a) o energiach E,.
Stan |0) jest poczagtkowo obsadzony,
a przejscia do stanéw |o) zachodzg
W wyniku pewnego sprzezenia miedzy
stanami, wyrazonego przez Vjg.

Caly uktad opisany jest nastepujgcym
hamiltonianem:

Eo—+Vou>

m
=]

H = E5[0)(0] + Y (Eqlet) (o] + Vo |0) (@] + Vel ) (0])

Przejscie z pojedynczego stanu do kontinuum
PrzejsScie z poczagtkowego stanu |0) do zbioru stanéw |a) mozna scha-
rakteryzowac przez zmiang obsadzenia poczatkowego stanu:

Po(r) = [(0JU (1)[0) >

gdzie U (r) to operator ewolucji czasowej:

==

Ul(t,to) =U(t —t9) = exp (—
ktory spetnia nastepujgce rownanie ruchu:

d
ihEU(t,to) =HU (t,19)

z warunkiem poczatkowym U (fg,7) = 1

Zlota zasada mechaniki kwantowej

Prawdopodobienstwo obsadzenia poczatkowo zajmowanego stanu |0)
maleje w czasie z powodu przej$¢ do zbioru standw |a). Dla czasowej
ewolucji Py(t) otrzymujemy proste réwnanie:

iP (1) = =2I'Py(1)

g0 = 0

W ten sposéb szybkos$¢ zmiany prawdopodobienstwa przetrwania k defi-
niuje sie jako:

2n
k=2I= 7Z|V0a|26(E0 —Eq)
o
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Funkcja delta Diraca i jej interpretacja

Wiasciwosci funkcji delta Diraca

Funkcja 6(x) to funkcja idealizowana, skoncen-

trowana w punkcie x = 0. Formalnie: 6(x) =0 dla 8(x)
x#0oraz [%_ d(x)dx=1

» Wiasnos¢ probkujgca:

| @8 —x0)dx = f(x0) i os
* Przyktadowo zasada zachowania energii:

6.333

Ztota zasada mechaniki kwantowej
Funkcja delta Diraca w wyrazeniu na szybko$¢ moze by¢ interpretowana
jako zasada zachowania energii dla przejscia.

N

2
= 7Z|VW|25(EO —Eg)
04
Tylko te przejscia ze stanu |0) do |a) sg mozliwe, dla ktérych energia
poczgtkowego stanu E, odpowiada jakiejs energii E,, standw koncowych.

Szybkosc¢ jest proporcjonalna do kwadratu sprzezenia miedzy stanami
V()a.

6.334

Szybkosc¢ przejscia dla zespotu statystycznego
Rozwazmy teraz przejécia pomiedzy
zespotem standw poczatkowych |a),
Ep ktore sg sprzezone z pewnymi sta-
nami koncowymi |B) o energiach Eg. Na
przyktad, jak w przypadku nieadiaba-
tycznego sprzezenia pomiedzy dwoma
stanami elektronowymi w czgsteczce,
ktére wspierajg zbiory stanéw oscyla-
cyjnych {le)} i {[B)}
Caly uktad opisany jest nastepujgcym

Ea

-— Val!- —»

hamiltonianem:
H = L Eale) el Ll ) Bl + X Vel B+ Hoc)
a B o

6.335
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Szybkosc¢ przejscia dla zespotu statystycznego

Rozwazamy teraz uktad stanéw, gdzie stan poczatkowy |a) moze by¢
rozny. Zaktadajac, ze poczatkowo uktad znajdowat sie w stanie réwno-
wagi termicznej z otoczeniem o temperaturze T, szybkoS$¢ przejs¢ ze
ztermalizowanego zbioru standéw wynosi:

27
kivp =Y faka= szawamzé(lsa —Ep)
a aB

gdzie f, to statystyczny rozktad réwnowagowy (Boltzmanna):

1 _ewl(Ea/ksT))
T Yoexp{(~Ea/ksT))

6.336

6.3 Oddziatywanie z polem zewnetrznym

Makroskopowa polaryzacja

Kluczowg wielkoscig w elektrodynamice dielekirykéw jest wektor makroskopo-
wej polaryzacji P(X,¢). Dopoki mozemy zaniedba¢ wktady wyzszych momentow
multipolowych (tzn. w przyblizeniu dtugofalowym), P(X,¢) odpowiada gestosci
dipolowej osrodka:

P(X,7) =

Y d.()

AV(X) meAvV

W tym przyblizeniu Hamiltonian ma postac:

H = Hyot — 1, E(Xon.1) = Hyor +H'I,

Ostatni sktadnik to oddziatywanie czgsteczki z polem w przyblizeniu dipolowym.

6.337

Oddziatywanie z polem zewnetrznym
Operator f1,, opisuje moment dipolowy molekuty m:

I:lm = - Zerm,j + Zezm,an,n
j n

Rozwinigcie wzgledem stanow adiabatycznych [¢y,,):

ﬂm = Z<¢m,a ‘ﬂm‘¢m,b> ’¢m,a> <¢m,b’

a,b
wprowadza elementy macierzowe momentéw przejsc:

di’;:) = <¢m,a |ilm ’ ¢m,b>

6.338
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Oddziatywanie z polem zewnetrznym
Czasowa zalezno$¢ operatora dipolowego wynika z Hamiltonianu zawierajgcego
oscylujgce pole elektromagnetyczne:

Ejp = — / IPXEX,)P(X,1)
Po podstawieniu operatorow momentoéw dipolowych otrzymujemy hamiltonian
oddziatywania Swiatto—materia H;, ().
Poniewaz makroskopowe pole E(X,#) nie zmienia sie znaczgco w matej objeto-

$ci AV(X), mozna zapisac:

Hin (1) = Y HUD(0), Hiy (1) = —E(Xy, 1)k,

6.339
6.4 Absorpcja pojedynczego fotonu
Szybkosc¢ przejscia wskutek absorpciji jednego fotonu
Okredlamy szybko$S¢ k,_.. przejs¢
) U, Ugtho miedzy stanem podstawowym |¢,) a
2 wzbudzonym |¢.) pod wptywem ab-
2| e sorpcji pojedynczego fotonu o cze-
Ug stotliwosci . Formuta Ztotej Za-
sady zakfada stabe sprzezenie oraz
— — brak koherencji miedzy stanami. 6.340
g qe qe  qe q
Hamiltonian i szybkos¢ przejscia
Dla uktadu dwustanowego (bez sprzezen nieadiabatycznych):
H(t) = 76+ (1),
Ty = —ho|¢g) (¢!,
A (1) = (Hg(q) + 10)|9g) (dg| + He(q)|¢e) (9]
—E(7)(deg| @) (Pe| + H .c.)
21 - 2
kg—e = 7 Z Jem ‘ <ng|E0deg’x€N>‘ 0(hw + Egy — Een)
M.N
6.341
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Czasowa dynamika prawdopodobienstwa wzbudzenia

Prawdopodobienstwo znalezienia
czasteczki w stanie wzbudzonym
rosnie niemal liniowo z czasem,
jesli E; — E; ~ how. Dla fotonéw
o energii odbiegajacej nawet o 1
" osmsmon ppm, amplituda przejécia pozostaje

P - mata i oscylacyjna.

e e e e I e e o e e e e L
1x1070 2x10°1 3x 10710 4x10710
Time/s

hv= 0999999 (5, £,

IF(t)l

Charakterystyka rezonansu energetycznego
Wykres gestosci prawdopodobien-

Key: wooe| Stwa koncowego wzgledem (E, —
— 120 ES —hw)/(E,—E;). Pokazuje zakres
— 400ps 80 ppm energii. Dla + = 40,120,400

ps obserwujemy rézne szerokosci
rezonansu. W rezonansie gestos¢
prawdopodobienstwa roénie jak .

4 2 0 2 4
. E,—E,—hw
Ez—Ey

Szybkos¢ przejscia — przyblizenie Condon’a

Czesto upraszcza sie elementy macierzowe (Xeum|deg|Xen) (deg to iloczyn
skalarny macierzy momentu przejscia z polem zewnetrznym) do postaci
dog(Xgm|Xen)-

Jest to przyblizenie Condon’a, w ktérym sita przejscia jest proporcjonalna
do kwadratu iloczynu czysto elektronowego elementu d,, i wspotczynnika
Francka—Condona (xgm|Xen):

(Xem|deg o) =deg () (e (g2 [ 2en (g2))

x5

) Xem (G )| qe | Xen(ge)) +
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Widma absorpcji jednofotonowej

Pochfanianie Swiatta przez cza-
steczke dwuatomowa: krzywe ener-
gii potencjalnej standw podstawo-
wego i wzbudzonego w funkcji dtu-
gosci wigzania. Pokazano rézne
stany oscylacyjne oraz ich funkcje
falowe. Przejscia do stanu wzbu-

dzonego sg mozliwe dla réznych
diugosci wigzania R.

energy

6.345
Widma absorpcji jednofotonowej

Najnizsze poziomy oscylacyjne i od-
, powiadajgce im funkcje falowe. Linia
'|I pionowa wskazuje najbardziej prawdo-
'|| podobne przejscie zgodnie z zasadg
|| Excited state  Francka—Condona. Wstawka pokazuje wzgledne

intensywnoéci réznych linii oscylacyjnych
w widmie.

Energy E

I Frequency
| Ground state

Distance A

6.346

134



Widma absorpcji jednofotonowej

A _ Dla absorpcji ze stanu podstawowego do
\ 4 Excited stals  wzbudzonego, dla wysokich energii foto-
\ néw pojawia sie widmo ciggte. Przy niz-
I szych czestotliwosciach swiatta obserwuje
sie widmo dyskretne.
O=d (=8
= 5
: LV/‘\
£
& 0s2
s 0
|
u:‘ || Frequency
= |
2 |
L || Ground state
1. =
lI i
——
\ /
' /
NN
II flf
I
\ L
]&/
'
Distance R

Widma absorpcji jednofotonowej

6.347
!
e
it \.
| I \
_j“\k_ __,JJ\)MI L_ _ K-
(2) (b) (€)
Schematyczna intensywnos¢ absorpcji w zakresie UV—-widzialnym: (a)
atom, (b) czgsteczka dwuatomowa, (c) czgsteczka wieloatomowa. 6.348
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Zasada obrazu lustrzanego — fluorescencja
llustracja pasm absorpcyjnych i fluorescencyjnych przy szybkiej konwer-
sji wewnetrznej (t ~ 10ns) - reguta Kashy. Intensywnosci okresla zasada

Francka—Condona.

ry

si_#

1

Absorption

Fluorescence

Sy

Fluorescance Absorption

4—=0 U—'Hi

Intensity

WG,

'IHll \ | o—o |\ |
[V \/ \/

Frequency

Przejscia miedzysystemowe i fosforescencja

A

Energy E

Distance 7

Schemat fosforescencji w czagsteczce
dwuatomowej. Absorbcja ze stanu Sy pro-
wadzi do wzbudzonego stanu S;. Cza-
steczka moze przejs¢ do stanu tryple-
towego Ti, jeSli geometria oraz energia
oscylacyjna sg zbiezne. Strzatka przery-
wana ilustruje zbiezno$¢ poziomoéw ener-
getycznych.
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PROCESY BEZPROMIENISTE: CI, ISC, EET
10 ¢

Energy [eV]
o

I

ring strain NH bond stretch

6.351

PROCESY BEZPROMIENISTE: Cl, ISC, EET

E [eV]
ISC
571 |Sl> N 'VV\/)—‘ |T2> — }T2>
4t **IC [S1) .
’..‘

c R
3 r .%_ ’T1> _§ S— }T1>

o o
2+ 8 2

: £
1L ISC
0 " |S0) [So)

6.352
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PROCESY BEZPROMIENISTE: Cl, ISC, EET

VR

\

[¢p1

|

EeT /%

absorption
poUaosaionyy

' [9a0)

|#p0)

Przeniesienie energii wzbudzenia Forster'a (EET lub FRET) w komplek-
sie CFP-..YFP

* Proces FRET zachodzi zwykle na odlegtosciach ponizej 10nm i
wykorzystywany jest rutynowo w badaniach oddziatywan pomiedzy
biatkami.

» Przyktadowo w kompleksie btekitnego i zéttego biatka fluorescen-
cyjnego (CFP i YFP) po absorpcji przy A,u.=432 nm maleje inten-
sywnos¢ fluorescencji CFP przy 480 nm i pojawia sie intensywne
pasmo z maksimum przy 545 nm pochodzgce od YV FP.

EET W UKLADACH ANTENOWYCH LHC

Centra aktywne wiekszosci uktadéw fotosyntetyzujgcych otoczone sg
przez sie¢ tzw. ukladéw antenowych tworzonych przez czgsteczki barw-
nikbw zwigzanych niekowalencyjnie z tancuchami polipeptydowymi
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MODEL EKSCYTONOWY
Rozwazmy Hamiltonian uktadu M sprzezonych molekut:>—°

H =Y A(R)+ 5 Y. VoK)

oraz stany elektronowe agregatu rozwiniete w bazie adiabatycznych sta-
néw elektronowych poduktadow:

{a} {rm} R H(Pma Fm; R
1

Oray({rn}:R) = L0 ({ry}:R) gdzie o =—— Y (—1)2

Np' perm

MODEL EKSCYTONOWY DIMERU
Ogolne wyrazenie na elektronowg czes¢ elementu macierzowego Vi, w
dimerze:

(Day.a51 12|00, y) Z/di’ldrzﬂf (01, (r:R) @3, (r2;R)]

X Vo (@3, (r2:R) @y, (r1:R)]
= Jiz(ajaz,baby) — Ki2(ayaz,baby)

Zaniedbujac naktadanie funkcji falowych oddziatujgcych poduktaddw (@,q|®.s) =

5ma .nb

(Oar.a| 12|00, 1,) = J12(a1a2,b2b1)

STALE SPRZEZEN EKSCYTONOWYCH
Definiujgc 1-czgstkowg macierz gestosci przejscia molekuty m jako:

8 (x1;X] ) :Nm/dXQ---dXqu)me(Xl,...,XN)QD,:;g(X/],...,XN)

gdzie x; = (r;,s;) a nastepnie catkujac po wspotrzednych spinowych:

i) = [dasi [ dshpgaix)

pozadiagonalny element macierzowy V,,,, zapisa¢ mozna jako:

(Perngn| Vimn| Og e /dr /dr’ P (r3ry) Pt (r):r))

|r1—r1|

__/dr /d /pm r]’r] pn (rl;rl)

|r1—r1|

= Jun(eg, eg) — Kun(eg, eg)

Przyblizone metody wyznaczania J,,,(eg,eg)
5J. Frenkel, Phys. Rev., 1931, 37, 1276.
6T. Forster, Ann. Phys., 1948, 437, 55.
’D. L. Dexter, J. Chem. Phys., 1953, 21, 836.
8R. D. Harcourt i in., J. Chem. Phys., 1994, 101, 10521.
9K. J. Fujimoto, J. Chem. Phys., 2012, 137, 034101.
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Punktowe dipole (PDA)

o prut o (Ru™)(Ru”)

5

R3 R5

Szescienne siatki (TDC)

tadunki atomowe (TrESP)

6.358
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Przyblizone metody wyznaczania J,,, (eg, eg) — rozwiniecie multipolowe%:11

Dystrybuowane rozwiniecie multipolowe (TrCAMM)

1 1
Jm=Y Y [qﬁ (¢*T — pu2T, + 20 Tap — EQg‘bcTabc)
aeIﬁeJ
1 1

+ .uf (ana - .uba Tab + §®gcTabc - E-Qgchabcd)
1 1 1

+ §®§b (C] aTab - .Uéx Tabc + §®gd Tabcd - EggdeTabcde>

+ L 08 (T — 1Tt + 2O Tupete — = Q% Topeder)
15 abe\d  Labc Ky Labed 3 delabcde 15 deftabcdef

Analiza statych sprzezen ekscytonowych

10

9 o Vo

o - VY

— J%

T . JO.TrCAMM
— 6 12
o?_‘ . « J](_)éTDC
S 3 - K,
Xl TS e e VAL®
§ C T~ TS R S S S R VTI(3)

1

0

-1

-2

3.0

10W. Sokalski i R. Poirier, Chem. Phys. Lett., 1983, 98, 86.
G. D. Scholes i D. L. Andrews, J. Chem. Phys., 1997, 107, 5374.
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Procesy przeniesienia tadunku — ET, HT, CT

%z il
1

—+ Sy
H @%%
m

mn"
Vil = (91| 63) = [m"n)
H““ = (¢117|9u) = |mn")
ET42 = (04| H)¢2)  G3=|m"n")
ET32 = (¢3]2|¢2)  Qa=|m n")
CT34 = (¢35 |94)

ET,13,,HT,32 HT,14.,ET42
vyl — Vio " Via _V12 Vi2
2= Es—E; Es—E|

ET,13y,CT 34 ,ET,42
VTI(3)EV12 Vi " Vi
= (E3 —E1)(Es —En)

HT,14,,CT 43 ,HT,32

V12 VIZ V12

(Es—E1)(E3 —E)

6.361
INDUKOWANA AKTYWNOSC OPTYCZNA
600 Czasteczki wielu barwni-
7 kéw cyjaninowych agre-
0 guja samorzutnie w mniej-
0 szym rowku DNA tworzgc
» - samoorganizujgce sie su-
-300° Experiment pramolekularne helikalne struk-
TDDFT ]
\ o \ Exciton ~ tury. Ich stany elektronowe
© 500 550 600 650 700 SPrzegaja sie tworzac zde-
Wavelength (nm) lokalizowane pasma eks-
cytonowe. 6.362

142



Intensywnosci widm absorpcyjnych i CD dane sg poprzez sity oscylatora
firotatora R

2m

2
fox = ﬁ(EK_EO)“lOK’ :
Rix = Im[{O| A |K)-(K|m|0)]
RY, le[<0|f7u<>-<z<mo>
0K (Ex — Eo)m "

gdzie [1 i i to odpowiednio momenty elektryczne i magnetyczne.
Wyznaczajgc wartosci wtasne Ex i wektory wiasne {U;x} ekscytonowego
Hamiltonianu, elektryczne, magnetyczne i(lub) dipolowe momenty przej-
$cia dane sg jako (4 = f1,/,V):

N N
(Klalo) = Y Ui (@ilalgo) = Y Ujxa,
=1 =1

dzie ', to moment przej$cia monomeru I.
eg
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Rozdziat 7

Oddziatywania
miedzyczgsteczkowe

7.365
7.1 Oddziatywania miedzyczgsteczkowe
wigzania chemiczne Li’ g i l:t 8 W|azan|a kowalencyjne UtrZY‘
. 7T T mujace atomy w czasteczce
kompleksy kationu metylu z atomami I 2 '<(~ X X Sa stosunkowo Silne, Za-
gazow szlachetnych 5 5 5 <I> 5 - — . e
vy v v pewniajac jej stabilnosc¢ ter-
s o ¥y modynamiczng w zwykle
kompleksy z wigzaniem wodorowym % % l\i; c‘: kv’J bardzo duzym Zakresie tem-
¢ o peratur. Jednakze sity, z ja-
T &8 kompleksy atomoéw berylowcow . . . . .
o T T kimi czasteczki oddziatujg
~ T'X . . .
b Tg 5% & typowe kompleksy van der Waalsa pOmIdey SOba Wydaja SIQ
o e by¢ zaniedbywalnie mate.
001 01 ! 0 100 Przyktadowo entalpia two-
AE [kcal/moll .
rzenia chlorowodoru wy-
nosi 431 kd/mol, podczas
gdy entalpia sublimaciji tylko 18 kd/mol. Oddziatywania te, odpowiedzialne
sg jednak za wiele wtasciwosci materii na poziomie makroskopowym, jak
chociazby wystepowanie roznych jej stanéw skupienia. 7.366

Energia oddziatywania

Energie oddziatywania pomiedzy czasteczkami A i B mozna zdefiniowac
jako:

AE (R7é73A7‘EB) = EAB (R7§7EA7‘EB) _EA (E‘A> _EB (E‘B)

gdzie R oznacza odlegtos¢ miedzyczgsteczkowg, & wspbtrzedne we-
wnetrzne oddziatujgcych poduktaddw, zas & to zbidr kgtow okreslajgcych
ich wzajemng orientacje w przestrzeni. Majac na uwadze niewielkg site
oddziatywania mozna potraktowac je jako nieznaczne zaburzenie stanu
izolowanych poduktadéw. Energie oddziatywania wyliczy¢ mozna wtedy
stosujgc rachunek zaburzen zaktadajgc, ze znamy doktadne rozwigzania
dla monomerdéw:

AE = (y°[Vy)
gdzie funkcja zerowego rzedu ¥ jest skonstruowana ze znanych rozwig-

zan dla monomeréw, a V to operator zaburzenia (w tym wypadku oddzia-
tywania), wzgledem ktérego rozwinieta jest funkcja ¥.
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Polaryzacyjny rachunek zaburzen

Kluczowg role dla zrozumienia stabych oddziatywan miedzyczasteczko-
wych odegrata opublikowana w 1930 roku teoria Londona. W zastosowa-
nym przez niego rachunku zaburzen réwnanie Schrédingera dla oddzia-
tujacego uktadu dwéch czastek A i B zapisa¢ mozna nastepujgco:

(ﬁo +AV) wap = EspVWas

gdzie jako niezaburzony Hamiltonian przyjmuje sie sume operatoréw
energii izolowanych czasteczek A° = A, + Ap a funkcje falowg zerowego-
rzedu zaktada sie w postaci iloczynowej:

V0 = yays

Zaktadajgc tzw. posrednig normalizacje (ywaz|w®) = 1 wyrazenie na ener-
gie oddziatywania zapisa¢ mozna w postaci rownania Blocha

= (YO|AV yup)

Sktadowa elektrostatyczna energii oddziatywania
W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen uzyskujemy energie elektrosta-
tycznych oddziatywan niezaburzonych poduktadéw:

,(,0)1 (Wa sV yays) = E.

Stosujac rozwiniecie multipolowe operatora oddziatywania:

qaqp  9AMBz — CIB:LLAZ MaxHBx + HayHBy — 2UA- 1B, 4
R R? R3

otrzymujemy wiodgce cztony oddziatywania punktowych momentéw mul-
tipolowych:

V=

g _ 4498 qBHaz — QAﬂBZ MAxMBx + Hay By — 2 1Az 1B,
el — R + RZ R3 +

gdzie dla czgsteczki A g4 to jej tadunek, zas u,, to wartos¢ spodziewana
momentu dipolowego wzdtuz osi z, wspdlnej dla obu poduktaddw.

p
d d
e 2// |r1—r2| ricr

Va=Tq'q® + Ty (ung — ligd” )
+Tup <9A®gﬁ +0554" — ué#@

Ty, (qugm_ Q50" — A0 + G?;yu@ ¥
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gdzie:

g=M  [p(r)dr
pa=MY  [p(rjadr (a=xy:2)
Oy =M?  [p(r)aBdr (a,p=x,y2)
apy =M [pr)apydr (a,B,y=x.y.2)

R 1
T = —
R

1

Tupw = VaVp-Veo (E)

Zgodnie z rozktadem Boltzmanna prawdopodobienstwo danej orienta-
cji o jest proporcjonalne do exp(—BE(w)), gdzie B = (kT)!. Srednia
wartos¢ oddziatywania elektrostatycznego (rozwijajac czynnik eksponen-
cjalny w szereg) bedzie dana przez:

(E >_fE(w)[1—BE(a))+...] do
T 1 -BE(w)+..]do

| G taiks 2 Mk
R 3T R’ 3kT RS

Sktadowa indukcyjna i dyspersyjna energii oddziatywania

Poprawke do energii drugiego rzedu uwzgledniajacg efekty indukcyjne
i dyspersyjne zapisaC mozna w postaci nastepujgcej sumy po stanach
izolowanych poduktaddéw oznaczonych indeksem m (Ex o to energia stanu
podstawowego poduktadu X):

_r®? (2)
- Eind + Edisp

@) _ [(WIV yupm) >
Epol - Z

m=£0 E,, — Ey

Stosujgc rozwinigcie multipolowe operatora oddziatywania otrzymujemy
wiodgce cztony oddziatywania punktowych momentow multipolowych: trwa-
tych i indukowanych (oznaczonych tyldg) w przypadku oddziatywan in-
dukcyjnych oraz pomiedzy indukowanymi w skutek fluktuacji gestosci elek-
tronowej momentami w przypadku oddziatywan dyspersyjnych:

ED-_ Yy |—(gafts:)R™* + (Maxfipx + Mayflpy — 2Mazflg:) R + .. |

M0 Egm, —EBp
EP — % |(Baxpx + fayfiy — 20l R+
wor = (Eam, +EBm,) — (Eao+Epo)
my#0
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ODDZIALYWANIA INDUKCYJNE

Rozktad gestosci tadunku czgsteczki umieszczonej w zewnetrznym polu
elektrycznym F ulega zmianie. Dla jednorodnego pola wyindukowany
moment dipolowy zapisa¢ mozna w postaci nastepujgcego rozwiniecia:

- 1 1
o= aocﬁFﬁ + EﬁaﬁyFﬁFy"i‘ gj’aﬁygFﬁFng +...

7.374

Rozwazmy oddziatywanie dalekozasiegowe

polarnej czagsteczki (np. HF) z atomem gazu o
szlachetnego (np. He). Dla duzych R, zakta-
dajgc liniowg odpowiedz i z uwagi na izotro-

powos$¢é atomu He: R
fi=oF
a energia oddziatywania: 0
. @EE)
Ejpg = —/ﬂdF — —/ochF — —EgFZ
0 0
7.375
Dla rozwazanego przypadku warto$¢ pola elekirycznego generowanego
przez moment dipolowy p wynosi:
1 2
F(R,0) = v 14+3cos 0&
4mey R3
Stad wartos¢ energii oddziatywania dipol-dipol indukowany dla wybranej
orientacji wyniesie:
o _1—1—300529 ou?
md 2(4mey)? RO
A usredniona orientacyjnie:
1 au?
Eind) = —7"—F5 ¢
Eina) (4mep)® RO
7.376

ODDZIALYWANIA DYSPERSYJNE
Rozwazmy oddziatywanie dwéch
inertnych atoméw A i B. Kazdy R

z nich reprezentowany jest jako ! !

elektron o masie m zwigzany prze_Q - _Q e

potencjat harmoniczny o statej si- ‘ ‘

towej k: | |

2
Pa 1, 5
Hy=PA L 12
A=, T

Oscylacje gestosci elektronowej prowadzi¢ bedg do wytworzenia wypad-
kowych momentéw dipolowych na osi wigzania, ktére zaczng ze soba
oddziatywac¢:

1
H = i +p12;) + =k (xf‘ + X3+ 2cxpxp)

1
%( 2
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gdzie c jest statg sprzegajgca proporcjonalng do R—3.
Hamiltonian mozna réwniez rozseparowac¢ na dwa rozprzezone oscyla-
tory odpowiadajgce drganiom normalnym x4 =+ xg:

1 1
H = (pa +pB)* + Tk (14¢) (xa+xp)° +

m 4
1 1
= Im (pa _PB)2+Z]C(1 —¢) (x4 —xp)*

o czestosciach oL = wyv/1+ ¢, gdzie my = \/k/m jest czestoscig izolowa-
nych atoméw. Energia drgan zerowych wyniesie:

1
Eh(a)++w,)

Energia drgan zerowych wyniesie:
1 1
S0 +0-) = Shay (\/1 et VI —c)
1
= 17/‘1()00 (2——c2—ic4—...)

A obnizenie energii wzgledem energii drgan zerowych rozseparowanych
atoméw (i) wyniesie:

Egisp = —hay (%c2 + 1578C4 +.. )
ODPYCHANIE WYMIENNE
lloczynowa funkcja y nie jest antysymetryczna wzgledem wymiany elek-
tronédw pomiedzy poduktadami. Jej antysymetryzacja jest trywialna jed-
nak funkcja .7y, wp nie jest funkcjg wtasng A°. W celu rozwigzania tego
problemu zaproponowano dwa alternatywne podejscia. Jedno polega-
jace na innej konstrukciji operatora H® tak, aby funkcja .7 w, w3 byta jego
funkcjg wtasng, oraz drugie wymagajace innej konstrukcji samego ra-
chunku zaburzen okreslane jako adaptacja symetrii.

ODPYCHANIE WYMIENNE

Sktadowa wymienna energii oddziatywania

Kazdej z poprawek do energii w polaryzacyjnym rachunku zaburzen
odpowiada¢ bedzie poprawka wymienna wynikajgca z poprawnego
uwzglednienia symetrii permutacyjne;j.
+E(nc)h

ex

E( ) = Epol
W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen otrzymujemy odpychanie wy-
mienne, wynikajace ze zmniejszenia gestosci elektronowej w obszarze
naktadajgcych sie funkcji falowych poduktadéw zgodnie z zasadg wyklu-
czenia Pauliego i zmniejszonym ekranowaniem tadunkow jader atomo-
wych:

Ee(;c)h = (yayp|(V —Eé?)sszwm
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7.377

7.378

7.379

7.380

7.381




majg zatem cztery podstawowe
sktadowe: 0o

* elektrostatyczne przycigga-

nie lub odpychanie; e,
- indukcyjne przycigganie; 02
« dyspersyjne przycigganie oraz
+ odpychanie wymienne.

Oddziatywania miedzyczasteczkowe | \E

R[a]

AE[mH]

04) 7.382
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