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Rozdziat 1

Wstep matematyczny

Pochodna funkgji

f(a+ h)— f(a)

{f’(a) = lim

h—0

(fg) =f'g+fd

f(g(x)) = f(g(x)) - g'(x)

lloraz réznicowy

1..
2
by
A
| A/
A77 /
0 1 ; 0 o

Catka nieoznaczona

U F(x)dx = F()+C jesli F'(x) = f(x)
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Catka oznaczona

s

b N
: b—a b—a
/a f(x)dx—lJEnOOk:O N f(a—i—k N >

/bf(x) dx = F(b) — F(a) jesli F'(x) = f(x)

=

J

/ F(x)g (x) dx = F(x)g(x) — / F1(x)g(x) dx

b g(b)
/ F(g(t)g(t) dt = / F(x) dx
a 9(3)

Catka oznaczona

y
4 y =X
3 4
2 4
0/10
1+ o0
/X X = 3500
0
X
1 2 3
(=)
Pochodne i catki wybranych funkcji elementarnych
d
—k=0 kdx = kx+ C
dx ,
d a a—1 n aXn+
—x? = ax ax" dx = C
dx / n+1 *
d X X ax 1 ax
—e =€ edx =—-e”+C
dx a .
asin(x) = cos(x) /sin axdx = ——cosax + C
d 1
— cos(x) = —sin(x cosax dx = —sinax + C
T cos() = —sinx) [ :
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Uktad wspoétrzednych sferycznych

z
X =rsinf cosy
y =rsinfsingp
(z =rcosf
(r = \/x2+y2+ 22
6 =arccosZ
L = atan2(y, x)

dr = r’sin6drddde

of . 10f , 1 of
V= §r+7%9+ rsin@%‘p

10 of 1 0 of 1 o%f
2op_LtOofo0ry 1 of.pory L oOF
V=g <r 8r>+r2sin989 (Sln969)+r2sin298(p2

Przydatne tozsamosci trygonometryczne

Relacja Eulera
Korzystajac ze wzoru de Moivre'a

e’ = cos(x) + isin(x)
mozna wyznaczy¢ wzér na cos (x + y):

eXelV — el(x+y)

(cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y))+
i(cos(x)sin(y) + sin(x) cos(y))
=cos(x+y)+isin(x+y)

cos (x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

Zadania - tydzien 1

Zadanie 1
Dla funkcji ¢ = e~ wyznacz V3¢ = a°¢

Zadanie 2
Korzystajac ze wzoru de Moivre'a e
wzory na

+ix

sin (x £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y)
cos (x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)

5

= cos(x) = isin(x) wyznacz

1.8

1.9




Zadanie 3
Oblicz nastepujace catki nieoznaczone:

/sinz(x) dx = %X - %sin(Zx) +C

1 1
/cosz(x) dx = X+ 7 sin(2x) + C

/sin3(x) dx = —cos(x) + COS;(X) +C

1
/x3e_’<2 dx = —Ee_xz(l +x3)+C

Funkcja [ Eulera

Funkcja gamma (zwana tez gamma Eulera) — jedna z funkgcji spe-
cjalnych, ktoéra rozszerza pojecie silni na zbiér liczb rzeczywistych |
zespolonych. Gdy czes¢ rzeczywista liczby zespolonej z jest dodatnia,
to catka (catka Eulera):

+o00

r(z):/tz‘1 e tdt

0

jest zbiezna bezwzglednie.
Dla n catkowitych, dodatnich zachodzi:

M(n) = (n—1)!
(2n—1)N

VT

I'(n-l—%) =

o n!
X”e_ax dx = 1
0 a

00 r n+1
o2 5
/ x"e ax dx = ( n2+1)
0

2a 2
gdzie:
. 1 dan=0Ilubn=1
nl =
n-(n—=2)I1 dlan>2
Zadanie 4

. . 2 - pa
Wiedzac, ze [ e dx = /T wyznacz zalezno$¢ na
oo

/OO x2e " dx = gae./z

[e.e]

'Funkcja arctan(y/x) zwracataby te same wartosci dla (y/x) i (=y/ — x)

6







Rozdziat 2

Postulaty mechaniki kwantowe]

2.1 Postulat | (o stanie uktadu kwantowego)

Jak okresli¢ stan uktadu kwantowomechanicznego?

Stan ukfadu o f stopniach swobody okreSla funkcja falowa ¥ =
V(r, m,..., re, t), zalezna od wspotrzednych uogdlnionych r; i czasu
t. Wspotrzedne te oznaczymy dalej jako wektor r:

V= W(F,t)

Interpretacja statystyczna Maxa Borna

lloczyn kwadratu modutu funkcji falowej i elementu objetosci dT
okresla prawdopodobienstwo, ze w chwili t uktad znajduje sie w ele-
mencie objetosci dT wskazywanym przez r.

p(r,t) =V (r, t)V(r, t)dT

Dla jednej czastki?| prawdopodobienstwo znalezienia jej gdziekolwiek
musi by¢ réowne jednosci a zatem:

L/WWKtWKRUdel

T

9zwyczajowo funkcje falowe wieloczastkowe normalizuje sie do 1

Przyktad
A jesli warunek normalizacji nie jest spetniony?

/1/}*(?, Hy(r.t)ydr=A

Poniewaz réwnanie Schrodingera jest liniowe, jesli 9 jest jego roz-
wigzaniem to rozwigzaniem bedzie rowniez funkcja N1p. Wystarczy
pomnozy¢ nasza funkcje ¥ przez odpowiednig stata N aby warunek
ten byt spetniony

/ [INY(F, )] Ny(F, t) dT = AIN|]? =1
skad N = :I:\/LZ ..albo N = e"d’ﬁ itd.
8




Przyktad
Funkcja falowa stanu podstawowego czastki zwigzanej w jednowy-
miarowe] prostokatnej studni potencjatu o szerokosci L ma postac

W = Nsin (%)

Prosze znalez¢ stata normalizacji N.
L L
1
1 :/ VP dX:/ N2 sin? (B) dx = =L N?

o w00 = Zan ()

Zadanie 1

Jesli podzielimy studnie na 3 réwne czesci, to jakie bedzie prawdo-
podobieAstwo znalezienia czastki w tym stanie w skrajnych czesciach
studni a jakie w srodkowej?

Plz/ qupdx_/ N2 sin? (7rLX)dx

L L
2 51 2 1 [3 1[5 <2
:Z/o 5(1—COSTWX) dX:Z/O dX_Z/O COSTWXC/X
1 1 /2 g
=3~ 5, (§7r) _0.1955—/%L¢ Ydx=P;

3t 11 4 2
P, = /L Y P dx = 3 o (sin §7r —sin §7r> = 0.6090
3

Stany kwantowe jako wektory

e Stan kwantowy reprezentowany jest przez wektor |i) w zespolone;
przestrzeni Hilberta H, ktéry zawiera informacje o wielkosciach me-
chanicznych uktadu (ich wartosciach i prawdopodobienstwie).

e Przyktadowo dla dyskretnego widma stanéw energetycznych stan kwan-
towy reprezentowany jest przez liniowa kombinacje (superpozycje):

V) = c1|E1) + @ |Eo) + 3| E3) + ZC/|E

gdzie wspoétczynniki ¢; determinuja prawdopodobienstwo pomiaru danej
wartosci.

e [en sam stan kwantowy mozna zapisac réwniez za pomoca mozliwych
wartosci momentu pedu (lub innej wielkosci mechanicznej):

) = a1 [L1) + a2 |Lo) + as|Ls) Za,u




2.20

e Jednak nie wszystkie wielkosci w mechanice kwantowej sg dyskretne —
przyktadowo potozenie elektronu. Jak wéwczas zapisac¢ stan uktadu?

[Y) = by [x1) + b2 [x2) + b3 [xz) + -+

e Poniewaz mozliwe potozenia |x;) zmieniaja sie w sposob ciagty:

) = / dx b(x) [x)

gdzie b(x) to de facto funkcja falowa w reprezentacji potozen, ktora
jest w pewnym sensie lista wspotczynnikow przy kazdym mozliwym
wektorze potozenia.

221
Dlaczego potrzebujemy przestrzeni Hilberta?
e Mechanika kwantowa opisuje stany uktadu jako wektory w przestrzeni
zespolonej, ktére mozna dodawac i skalowac liniowo.
e Potrzebujemy struktury, ktéra:
— pozwala mierzy¢ ,dtugosci” i ,katy" (czyli amplitudy i prawdopo-
dobienstwa),
— zapewnia zupetnos¢ — kazdy graniczny ciag stanéw ma sens fi-
zyczny,
— umozliwia reprezentacje operatoréw obserwabli i ewolucji czaso-
wej.
e Taka struktura jest przestrzen Hilberta 7 — zupetna przestrzen wek-
torowa z iloczynem skalarnym (-|-).
e Dzieki temu:
— iloczyn skalarny daje regute Borna: p = | (¢|¥) |2,
— operatory hermitowskie reprezentuja obserwable,
— operatory unitarne opisuja ewolucje i zmiany bazy. b

lloczyn wewnetrzny

e W przestrzeni kartezjanskiej iloczyn skalarny jest miarg kata pomiedzy
wektorami:

V-w=wviw + VoWws + vawsz + - - = |V||W| cos B

e pozwala réwniez wyznaczy¢ dtugos¢ wektora:

e iloczyn wewnetrzny jest uogdlnieniem iloczynu skalarnego mapujacym
wektory na skalary:

(blp) = c
(WlE+ @) = WlE) + (¥])
(blad) = a(Y|¢)
(¥[@) = (¢l)"

10



e |loczyn wewnetrzny bedzie miarg wagi danego stanu w superpozycji
(prawdopodobieﬁstwa):

:Zc,-]E-
(Ezlh) = E2|Zc,|E = G (ElE)

dla ortonormalnej bazy
1, gdyi=]
0, gdyi#J.
gdzie §;; to tzw. delta Kroneckera, zatem

<E2’¢> = Z Ci0oi = G200 = &

<E/’|Ej> = 5/1' =

Rozwazmy iloczyn wewnetrzny dwéch funkcji
|1) i |@) reprezentuja stan uktadu jako superpozycje dyskretnych
standéw energetycznych

(Y|¢) = Z|a,, Z!b-E-)
ZZab E|E
ZZa,bjé,-j:Za,b,-

dla rzeczywistych wsp. {a;} i {b;} otrzymalismy iloczyn skalarny w
Rn

lloczyn wewnetrzny dla ciggtych liniowych kombinacji
e Podobnie jak dla przypadku dyskretnego chcemy otrzymac wsp. odpo-
wiadajacy danemu potozeniu:

(o) = (x / dix b(x) [x)
/dx b(x) (x2|x) = b(x2)

w tym celu wykorzystamy funkcje specjalng tzw. delte Diraca §(x):

b(xx) = /dx b(x)d(x2 — x)

z definicji jedyna rézna od zera wartos¢ funkcji 6 dostaniemy w pkt.
X>, zatem:

/dx b(x2)0(x2 — x2) = b(x2) / dxd(x — x2) = b(xz)

J/

-

1
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2.26

Whtasciwosci funkcji delta Diraca
Funkcja d(x) to funkcja idealizowana, skon-
centrowana w punkcie x = 0. Formalnie:

. 6(x)
0(x)=0dlax#0oraz [°__d(x)dx=1
e \Wtasnosc¢ probkujaca:
00 ‘ ‘ X
/_OO f(x)0(x — xo) dx = f(x0) 05 05

e Przyktadowo “ciasna” funkcja Gaussa:

0(x) = lim ! efx*22

= 2a
a—=0 /2T

ale réwnie dobrze:
. 1 . /x
[im — sin <—>
a—0 XT a

2.27

e Podobnie jak dla przypadku dyskretnego chcemy otrzymac wsp. odpo-
wiadajacy danemu potozeniu:

Gol) = Gl [ dxblx) b)
/dx b(x) (x2]x) = b(x2)
w tym celu wykorzystamy funkcje specjalng tzw. delte Diraca §(x):

b(xx) = /dx b(x)d(x2 — x)

2.28

Rozwazmy iloczyn wewnetrzny dwéch funkcji
|1) i |¢) reprezentuja stan uktadu jako superpozycje ciagtych potozen

(|g) = (/ dx Y(x) <X|) (/ dy o(y) ,y>> _

/ / dxdy Y (x)b(y) (x]y) =
/ / dxdy Y (x)p(y)d(x — ) =
/ dx " (x)p(x)

Jak wida¢ w tym wypadku iloczyn wewnetrzny dany jest catka z ilo-

czynu funkcji. Dlatego taka catke czesto nazywany iloczynem skalar-
nym.

2.29

12



2.2 Postulat Il (o reprezentacji wielkoSci mechanicznych)

Dla kazdej obserwabli definiujemy operator

Wielkosci mechaniczne opisujace czastke (jej energia, wektory po-
tozenia, pedu, momentu pedu itp.) reprezentowane sa przez liniowe
operatory hermitowskie dziatajace w przestrzeni funkcji falowych.

2.30

Liniowy?
Operator taki spetnia nastepujacy warunek:

A(Cl\ul -+ CQ\UQ) = C1AW1 + C2AA\U2
gdzie c; | ¢ s dowolnymi liczbami zespolonymi.

Hermitowski?
Operator taki spetnia nastepujacy warunek:

/T v Ap dr = / Ayl ¢ dr

2.31

Dlaczego Hermitowski?

Wazna cecha operatorow Hermitowskich jest to, ze ich wartosci wta-
sne sg zawsze rzeczywiste!

Popatrzmy np. na nastepujace réwnanie wiasne:

p = py
jesli pomnozymy oba réwnania odpowiednio przez ¥ i ¢ i scatkujemy

po catej przestrzeni to prawda musi by¢ réwniez, ze p* = p, a to
oznacza ze wartosci wtasne musza by¢ rzeczywiste.

/w*ﬁw dr — p/w*w dr
[vsvrar=p [vyar
/ W dr — / B dr

p*=p

2.32

13



Kolejna wazna cecha operatoréw Hermitowskich

Roznym wartoscig wtasnym operatora Hermitowskiego odpowiadaja
funkcje ortogonalne ale nawet gdy jednej wartosci wtasnej odpowiada
wiecej funkcji wtasnych to ich liniowa kombinacja jest rowniez funkcja
wtasna i w rezultacie zawsze mozna skonstruowac ortogonalny zbior
funkcji wtasnych operatora hermitowskiego. Jesli wiec wartosci ax sa
dyskretne wtedy odpowiadajace im funkcje wtasne sg ortonormalne:

N , gdy k=1,
/cbi(r)@(r)dhék,:{é, sy K.

tatwo sprawdzi¢, ze tak jest w istocie
Jesli operator A jest hermitowski, to

/ Pr AP dT — / [Ade]*d, dT =0

Jednak z zatozenia rozpatrujemy funkcje wtasne tego operatora,
wiec

Adi = akdx
Ap = ad;

a stad
(a/ — 22) / d)id)/ dr =0

Operatory jako liniowa transformacja

Operatory reprezentuja wielkoSci mechaniczne a ich dziatanie na wektor
stanu (|¥)) powinno zwrdcic liczbe. W algebrze liniowej odpowiada to liniowej
mapie przestrzeni wektorowej na skalarna (tzw. liniowemu funkcjonatowi):

LV —c
Przykfad w R?

Rozwazmy transformacje L,, ktéra dziatajac na wektor zwrdci jego
x-owg sktadowa:

Jak wyglada macierz L,? tatwo sprawdzi¢, ze to wektor [1 0]:

[1 0] {_31} =1

Funkcjonaty liniowe réwniez tworza przestrzen wektorowa (tzw. prze-
strzen dualng). Dla danej przestrzeni wektorowej V' V* jest przestrzenia

14
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wektorowa wszystkich liniowych funkcjonatow V* = {L : V — F, F =
R lub C}
[Z] [ b

Wréémy do przyktadu w R?:

(1 0] mzl-ﬁo-b

ale réwniez

v a0

Zatem dziatanie liniowego funkcjonatu Ly jest tozsame z iloczynem we-
wnetrznym z pewnym wektorem ¢ (to nie przypadek ale de facto tres¢ twier-
dzenia Riesza):

Lo = (B|9)

Wréémy do przyktadowego wektora danego jako liniowa kombinacja
ortonormalnych wektoréw stanu |¢) = . ¢ |E;) gdzie wspétczyn-
niki ¢; mogliSmy wyznaczy¢ biorac iloczyn wewnetrzny ¢; = (E;|9).
Podstawmy je do réwnania:

) :Z\c; E) = (Eily)|E) =

T E ) I

D_IEN(Elw) = (1B (Bil) 1)

r

Operatory hermitowskie i unitarne

e Hermitowski (AT = A): wartosci wtasne rzeczywiste, baza ortonor-
malna wektoréow witasnych (twierdzenie spektralne).

e Unitarny (U'U = /): zachowuje iloczyny skalarne i normy.

e \W mechanice kwantowej: obserwable <« operatory hermitowskie, ewo-
lucja i zmiana bazy « operatory unitarne.

lloczyn operatoréw nie zawsze jest komutatywny
Wazna cecha operatoréw jest to, ze ich iloczyny moga nie by¢ prze-
mienne: np. dla dwdch operatoréw A | B moze zachodzi¢ relacja:

[A, Bl=AB-BA#0

15

2.36

2.37

2.38




Przyktad

Sprawdzmy to dla operatoréw potozenia i pedu. Dla uproszczenia
obliczmy komutator [X, py]

o A 0 ., 0
%, Bxld(x) = —xihz=d(x) + /ﬁa—qub(X)

- < a¢( ) a<1>(x)>
=Ih
ox
= ih$(x)
2.39
Przydatne relacje komutacyjne:
Dla operatoréw A,B i C zachodzj relacje:
[A,Al =0
[A,B]+[B,A =0
[A, B+ C]=[A B]+ [A C]
[A+ B,C]=[A C]+[B.C]
[A, BC] = [A, B]C + B[A, C]
[AB,C] = [A C]|B+ A[B,C]
2.40
Przyktad. Zbadaj komutatory:
o [X° p] =2ihx
e [x", p] = nihx"!
L [/Xv /y] = )/[pz: Z]px + Py[Z, pz]X = ihl,
hd [X p>2<] = [X px]px px[px X] = 2ihp,
o [H,pd =I[Z + v(x) p] = [v(x), p] = ih242
2.41

W rozwigzaniach skorzystamy z reguty iloczynu:

[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B, [A, BC] = [A, B]C + BI[A, C],
oraz z relacji kanonicznych:
b p) =6y, [xox]=0,  [p.p]=0.

e Komutator [x2, p,]

X, pa] = [x - x, pi]
= X[x, px] + [X, px]x
= x(ih) + (ih)x
= 2/hx.

16



e Komutator ogdlny [x", p«]

Dowdd przez indukcje po n.

Dla n=1:
[x, px] = ih.

Krok indukcyjny:

[Xn—l—l' Px] — [X . X”, px]

= x[x", px] + [x, px]x"
= x(ihnx""1) + (ih)x"
= ih(n+ 1)x".

Zatem

[x", p] = ihnx"L.

e Komutator momentéw pedu [y, ] = ihl,
Przypomnienie:

/x:ypz_Zpyr /y:pr_XPZr /z:Xpy_ypx-

(k. ] = lypz — zpy, ZPx — xP,]
= [yPz, Zpx] + v Pz, —xPz] + [=2Py, Zpx] + [=2zpy, —xP.].

Liczymy po kolei:

bz, zpi] = ypz. zlpe = y(=ih)px = =i ypx,
pozostate dwa Srodkowe wyrazy sa zerowe,

[—zpy, —xp:] = [zpy. xp;] = X[z, pz]p, = ihxpy
Sumujac:

[, I,] = —ihypy + ifixp, = ih(xp, — ypx) = ifl,.

e Komutator [x, p?]

[x, p2] = [X, pupy]
=[x, Pl px + PxlX, Pyl
= (ih)px + px(ih)
= 2/hpy.

e Komutator [H, py]
Dla

mamy

p2 + p2 + p?
Wmhﬂ—jf——
m

=0+ [V(x). pd,

| px} V(0. pil

17



bo [p?,p] =0 dlai=x,y,z.
Dla gtadkiej funkcji f(x) zachodzi tozsamos¢

[F(x). ps] = inf'(x),

zatem v(x)
L dv(x
[H, ps] = if I
Z réwnan Heisenberga:
dpe 1 _dV(x)
gt e M= ——5—=

czyli otrzymujemy operatorowa wersje Il zasady Newtona.
e Wyniki koncowe:

[x2, pe] = 2ihx]|, [x", p] = ihinx""|, [k, 1] = ifl, ],

dV(x)

[x, p2] = 2ifip, |, [H, p] = ih

Reguty tworzenia operatorow
Obserwable reprezentowane sg przez operatory, ktére spetniaja po-
nizsze relacje komutacyjne:

(a0, pg] = iM0qq [q. 91 =0 [pg. pg] =0
gdzie g € x, y, z oznacza wspotrzedne potozenia a pg sprzgzone ka-
nonicznie sktadowe pedu.

Reguty tworzenia operatoréw w reprezentacji potozen

Wielkos¢ mechaniczna  Odpowiadajacy jej operator

X X =x
. .0
Px Px:_/ha
0 0 0
= h— — AV = —jh| — + — 1+ —
p=mv p v I<6x+6‘y+6z>
S S
T*mVQ*p—z 2m  2m
ERRET R (E
 2m\ox2  9y?  9z2
V(x) V(x) = V(x)-
E=T+V H=T+V
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Zadania - tydzien 2

Zadanie 2
Pokaza¢, ze operator pedu p jest operatorem hermitowskim. Dla
uproszczenia zajmijmy sie przypadkiem jednowymiarowym.

| #00potdx = - [ g 0ins o) ax =

i ) + / in 26 ()9 (x) dx =

e OX

/ T B ()(x) dx

2.44

Zadanie 3
Sprawdzi¢, czy funkcje e™?%, e’ sg funkcjami wtasnymi operatora
<. Pierwsza jest a druga nie.

Zadanie 4
Sprawdzi¢, czy funkcje e, sa funkcjami wtasnymi sktadowej
radialnej operatora V2 we wspé6trzednych sferycznych:

2_19,0
r29r Or

e—ar

Pierwsza nie a druga tak.

2.45

Zadanie 5
Korzystajac z klasycznej definicji momentu pedu L = r X p znalez¢
sktadowe operatora momentu pedu.

ik
L=|x y =z
Px Py Pz

N o 0
Ly —/hy§ + /hz@

A L, 0 0
Ly —th&—f—thE
0 0
x4 ihy—
Mgy T ax

~

L,

Zadanie 6
Udowodni¢, nastepujaca relacje komutacyjna:

L., L[,]=inL,

2.46
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2.3 Postulat Il (o ewolucji w czasie stanu ukfadu kwanto-
wego)

Krétkie wprowadzenie do mechaniki Lagrange’a i Hamiltona

e Mechanika Newtonowska bazuje na sitach i drugiej zasadzie dynamiki.

e Mechanika Lagrange'a | Hamiltona korzysta z zasady najmniejszego
dziatania.

e Utatwia analize ukftadéw z wiezami i stanowi pomost do mechaniki
kwantowe].

e Podstawowe wielkosci:

— Lagrangian L =T -V,
— Hamiltonian H=T +V,
— Dziatanie S = [ L dt.

2.47

Zasada najmniejszego dziatania
to
0S =0, S:/ L(q,q,t)dt
51

e Trajektoria rzeczywista minimalizuje (lub ekstremalizuje) dzia-
tanie.

e g — wspdtrzedne uogdlnione, g — predkosci uogdlnione.

e Warunek 0S = 0 prowadzi do réwnan Eulera-Lagrange’a:

d(oLy_oL _,
dt \ 9q; oq

2.48

Przyktad
Rozwazmy prosty przyktad dla czastki w jednowymiarowym poten-
cjale:

mv? mag?
5~ V(x) = > V(q)

Wstawmy powyzszy L do réwnan Eulera-Lagrange’a:

d(oLy oL
dt 8q, Gq,_

% mq) + a\g(qq)
oV(q)

mg = — 3 ~ F=-VV

L:

=0

Formalizm Lagrange’a nie wymaga jawnego wprowadzania sit -
wszystko wynika ze skalarnego potencjatu.

2.49

20



Formalizm Hamiltona
e Przejscie od predkosci do pedow:

oL

Pi= 7=
0q;

e Hamiltonian:
H(g.p.t)=> pigi—L

e Rdéwnania Hamiltona:

 oH . oH

Cli—a—pi. pi__ﬁ_ch

e /estaw rownan | rzedu — czesto wygodniejszy do numerycz-
nych rozwigzan.

2.50
Przyktad: Oscylator harmoniczny
e \Wspdtrzedna uogdlniona: x
e Potozenie réwnowagi: x = 0
e Energia kinetyczna:
1
T = Zmx?
2
e Energia potencjalna:
1
V = Zkx?
2
e Roéwnanie ruchu:
m+kx=0 ~ X+w’x=0
00000000 |
> X
N 0 Xo
2.51
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Roéwnania ruchu oscylatora
Ansatz: x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) gdzie w?
wstawimy to rozwigzanie do réwnania

d’x 2
dtz
otrzymamy
d | ,
E(—Aw sin(wt) + Bw cos(wt)) = —w"x(t)

Pozostaje natozy¢ warunki poczatkowe:

x(0)=xg ~A=x
dx
e f— B =

dt(o) 0 ~ 0

Zatem

x(t) = xg cos(wt)

Oscylator harmoniczny - formalizm Lagrange’a
Wspétrzedna uogodlniona:
qg=Xx

Lagrangian:

1 1

L=T—-V==-mx?>—- Zkx?

2mx > X

Roéwnanie Eulera—Lagrange’a:

FRCANE
dt \ Ox ox

prowadzi do réwnania ruchu:

mx+ kx=20

22
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Oscylator harmoniczny — formalizm Hamiltona

e Hamiltonian:
p? 1

_ P L0

H= o + 2kx

gdzie
B oL .
P=5x =™
e Rdéwnania Hamiltona:
X = 8_/—/ - P lub = m%
S Op m P=gr
oH dp

P Ox x dt x

e Potaczenie réwnan prowadzi do tego samego réwnania ruchu
(wstawiajac p = mx do drugiego réwnania i dzielac przez m
otrzymamy X + §X =0).

Przestrzen fazowa — oscylator harmoniczny

()= (%)

"
S .
//,,\\\\
?AAV¢\‘=X
\\‘4x/ (X0, Po)
NN _ /
a

Pole wektorowe: x = 2,
p) >

AR R

2E/k ' 2mE

energii - elipsa

Przyktad: Wahadto proste

e Uogodlniona wspoétrzedna: g = 6

e Energia kinetyczna:

1 .
T =-ml’6°
2m

e Energia potencjalna:

V = mgl(1 — cos )

23

p = —kx. Czerwona krzywa to trajektoria dla state
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e Lagrangian:

1 .
L=T-V= Em/292 — mgl(1 — cosh)

«Q

2.56

Roéwnania ruchu wahadta

da ml?6) + mglsin6 =0
dt

=0+ %sin 6=0
e Nieliniowe rownanie ruchu.
e Dla matych wychylen sinf ~ 6:

é+%9:o

— ruch harmoniczny prosty. 557

Formalizm Lagrange'a — Wahadto proste

e Wspotrzedna uogdiniona:
q=20

Energia kinetyczna:

_1 '2_]‘ 272
T—Qm(le) —2m/9

Energia potencjalna:

V = mgl(1 — cos6)

Lagrangian:

1 .
L=T-V= Emlzé2 — mgl(1 — cosh)

Roéwnanie Eulera—Lagrange’a:
d (OL _ oL 0
dt \ 86 09

5+%sin9=0

sinf =~ 6 dla matych wychylen ruch harmoniczny prosty

Réwnanie ruchu:

2.58
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Rozwiazanie réwnania ruchu — Wahadfo proste (Lagrange)

e Rdéwnanie ruchu:

9+%sin9:0

Dla matych wychylen: sinf ~ 6

0+wid=0  gdzie wy = %

Rozwiazanie ogdlne:

6(t) = ©g cos(wpt + @)

Roéwnanie opisuje prosty ruch harmoniczny z czestoscia wqg 1 amplituda

©q.
2 /
T=""_on /"
Wo g

Okres drgan:
Rozwiazanie rownania ruchu — Wahadto proste (Hamilton)

e /mienna uogdlniona: g = 6, ped uogdlniony:

pe = mi*0
e Hamiltonian:
Pi I(1 6
H= —
P + mgl(1 — cos9)
e Réwnania Hamiltona:
. OH Po . oH .
Ops ml? pe 00 mgrsin

Dla matych wychylen: sinf ~ 6

Pe = —mglo = 9—!—%9:0

Rozwiazanie:

8(t) = ©g cos(wot + ), po(t) = —mlPweOq sin(wot + @)

Ewolucja w czasie stanu czastki

Ewolucja w czasie stanu uktadu reprezentowanego przez funkcje fa-
lowa W(r, t), okreslona jest zaleznym od czasu réwnaniem Schrodin-
gera

lhalll(r, t)

3 HW(r, t)

Znajomos¢ V(7 t;) pozwala na wyznaczenie jej w ty + dt
W(F, to + dt) = U(F, to) — %Hw dt

25
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2.61

Niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera
Jesli Hamiltonian nie zalezy od czasu to rownanie to mozna formalnie
rozwiazac rozdzielajac zmienne:

/h% = HV(F, t)
/h% = AyY(P)f(t) dlaH # A(t)

1 of(t) _ Ay(r)

/hf(t) ot P(r)

=E

~ F(£) o e EY

~ W(F 1) = e ' My(F)

2.62

2.4 Postulat IV (o interpretacji wynikéw pomiaréw)

Idealny pomiar wielko$ci mechanicznej

Wynikiem pojedynczego pomiaru wielkosci mechanicznej A moze by¢
tylko pewna wartos¢ wtasna a, operatora A, odpowiadajaca funkcji
wiasnej ¢k = ¢« (r) (nie zalezacej od czasu) i spetniajacej nastepujace
réwnanie witasne:

App = axde k=1,2,.... M

Operator moze mie¢ nieskonczenie wiele wartosci wtasnych.

2.63

Wynik pomiaru wielko$ci mechanicznej
Jesli operatory H i A komutuja to znaczy [H,A] = 0, to mozna
znalez¢ wspdlny zbidr funkcji wtasnych tych operatoréw

/_:/'lpn = En'lpn } ~ I_:/'l/}nk = En'lpnk }
Adi = akdx Ao = akPnk

Postuluje sie, ze w stanie stacjonarnym o energii E,, opisanym funkcja
falowa Y, wynik pomiaru wielkosci mechanicznej A powinien zawsze
dac wartosc rowna wartosci wtasnej a,. Ponadto jesli dwa operatory
wielkosci mechanicznych komutuja to mozna te wielkosci zmierzyc¢
Jjednoczesnie z dowolng doktadnoscia.

2.64
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Przyktad

Jesli zatozymy jednoczesna ostra mierzalnos¢ wielkosci A i B to ist-
nieje woéwczas wspdlny uktad zupetny funkcji wtasnych tych operato-
réw

Ay = axy
B = by

rozpatrzmy dowolng kombinacje liniowa tych funkcji wtasnych ¥ =

>k Sk

Uogodlniona Zasada Heisenberga, nierowno$¢ Schwartza

Jesli badanie jednoczesnej ostrej mierzalnosci dwdch wielkosci fizycz-
nych sprowadza sie do badania odpowiedniego komutatora to jesli
AA | AB oznaczaja Srednie odchylenia standardowe wielkosci A i B

(AA = /(A?) — (A)?) to mozna dowies¢, ze

AAAB > %M[Aém

Ale jesli nie komutuja ...

Jesli dwa operatory H i A nie komutuja to znaczy [H, A] # 0, to funk-
cja 9P, nie bedzie zwykle rowna zadnej funkcji wtasnej A ale mozna
przedstawi¢ j3 w postaci rozwiniecia:

M
Y=Y Cux
k=1

poniewaz funkcje ¢, musza by¢ ortonormalne a funkcja 1, unormo-
wana wspoétczynniki ¢, musza spetnia¢ warunek

M
E cGo=1
k=1

27
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Ale jest nadzieja (matematyczna) ...
Postuluje sie, ze jesli funkcja falowa 1, ma posta¢ dana rownaniem

M
'(/}n = Z Ck(pk
k=1

to wyniku pojedynczego pomiaru wielkosci A nie da sie przewidziec, a
funkcja falowa po pomiarze staje sie funkcja wtasna odpowiadajacej
zmierzonej wartosci wtasnej . . .

Mozna natomiast okresli¢ jej warto$¢ srednia (spodziewana):

M

_ fz/; Awn dr
a= cr Ci Ak
Togw,dr — 2
2.68
Jesli nasza obserwabla zalezy wytacznie od potozenia ...
..to wyrazenie na wartos¢ srednig jest identyczne jak w fizyce kla-
sycznej. Jesli podzielimy cata przestrzen na nieskonczenie wiele ele-
mentéw objetosci dT to wartos¢ srednia bedzie réwna sumie iloczy-
néw wartosci funkcji w punkcie P i prawdopodobienstwa napotkania
czastki w tym punkcie.
-_J f(P)zp*(P)w,,(P) dr
[ n(P)*n(P) dT
2.69
Przyktadowy wynik pomiaru energii
E
Jegli W = 1«/;1 + ﬁ%,to
2 2
1\2 Vv3\° 7
\<E> = (2> Ei+ <2> Ex = 2
E2 — 2 ILAI'l/JQ(X) = EQT/)Q(X)
El =1 /:/’!,Dl(X) = El’l/Jl(X)
X
2.70
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2.5 Notacja Diraca

[y pdT = (Y|p) iloczyn skalarny wektoréw w prze-
strzeni Hilberta

[v*ApdT = (¢Y|Ad) iloczyn skalarny funkji ¢ i Ag (ele-
ment macierzowy operatora A)

Przyktad
Zapiszmy warunek Hermitowskosci operatora w tej notacji. Jesli ope-
rator A jest hermitowski, to

[ iagiar = [(agir s or
Ten sam warunek zapisany w notacji Diraca

(Ol Adr) = (Adrldr)

2.6 Operatory unitarne

Transformacja unitarna

%) Czy istnieje operator, ktory zachowuje iloczyn

wewnetrzny dwoch wektoréw stanu?
L, &) (W) = (091 09)

Tak. Przyktadowo dla dwéch wektoréw ich ro-
tacja zachowuje niezmieniong dtugosc 1 kat miedzy nimi a zatem i
lloczyn skalarny.

[%lI¢l cos (6) = [U[|Ug] cos (6u)

W ogolnosci operatory, ktére zachowuja iloczyn wewnetrzny (1|¢) to
tzw. operatory unitarne (ktérych sprzezenie hermitowskie jest rowne
ich odwrotnosci):

Of =01

Operatory unitarne reprezentuja niejako uogodlnione rotacje.

Warunek U' = U~! zachowuje iloczyn wewnetrzny

2

(Y|p) = (Op|0|¢) = (Y|0T0|¢) = (¥|00|p) = (¥|]|)
(Oy|0|¢) = (9|¢)
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Rozwazmy nastepujace zagadnienie wiasne
Ulw) = Alw)

gdzie (w|w) = 1. Zadziatajmy U na ten iloczyn:
(Uw|Uw) = Dwhw) = AN (w|w) = [A\? =1

Wartosci wtasne operatoréw unitarnych maja jednostkowa magnitude
(stad nazwa “unitarne”). Co zrozumiate skoro wartosci wtasne skaluja
dtugos¢ wektora.

2.74
Co reprezentujg iloczyny wewnetrzne w QM?
Co do zasady iloczyn wewnetrzny dwéch wektorow w mechanice
kwantowej reprezentuje prawdopodobienstwo
[(Eil) > = P(E))
zatem dziatanie operatorow unitarnych na iloczyn wewnetrzny zacho-
wuje prawdopodobieristwo
(UE/|09)> = P(E;)
(Ow|0y) =1
W szczegdlnosci operatory rotacji R(6), translacji 7(3) i ewolucji
czasowej U(t) powinny by¢ unitarne aby zachowa¢ prawdopodobien-
stwo.
2.75
2.7 Generatory
Czym sa generatory w mechanice klasycznej?
£ 0 0
~r — ~r —
ot P77 ox
0 0
X~ — L~ —
op o0
Wektor stanu ¥(q, t) w QM vs. Lagrangian L(t, x, X)
Wektor |1) reprezentuje stan uktadu kwantowomechanicznego, moz-
liwe potozenia x, pedy p, energie E etc.
V)
W mechanice Newtonowskiej nie ma ona swojego odpowiednika.
Analogiczna role petni Lagrangian £, w ujeciu Lagrange'a, odwo-
tujacym sie do zasady najmniejszego (ekstremalnego) dziatania Ha-
miltona:
L
2.76
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Lagrangian L(t, x, x)
Lagrangian to funkcja L(t,x, x) reprezentujaca stan klasycznego
uktadu mechanicznego, zalezaca od czasu t, potozenia x(t) i pred-
kosci x(t) czastek w uktadzie, zdefiniowana jako réznica pomiedzy
ich energig kinetyczna | potencjalna:

1

L= §m>'<2 —V(x)

Trajektorie x(t) determinuja punkty stacjonarne catki dziatania:

S[e] :/tfdtﬁ(t,x(t),x(t))

i

277

x(t) determinuje catka dziatania S[L]

S[L] = /f ar L(t, x(t). (1)) S[L] = /f dt L(t. (1), &(t))

r(t) S[L] (1) S[L]

Funkcja x(t), dla ktérej S[L] jest stacjonarna spetnia réwnania

Eulera-Lagrangea:
oL d oL

dx  dtox
1
wstawiajac L = mez — V(x) otrzymujemy:
dV(x) d

0 :E(mx)«»mx:ma:F

2.78

Interpretacja L
Interpretujac £ jako stan naszego uktadu to zmiany pedu czastek
Zwigzane s3 ze zmianami £ wzgledem potozen:

or _d
6x_dtp
2

z kolei wstawiajac £ = 2[3_m — V/(x) otrzymujemy:

oL p d

— = —=—X
op m dt

Innymi stowy jesli t i x sg state to analiza zmian stanu uktadu £ jest

réwnowazna analizie zmian potozeh w czasie.

2.79
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Interpretacja £
Nieco bardziej zawita jest interpretacja zaleznosci £ od czasu:

d _ oL OLdx 0L dx
Eﬁ(t,x(t),x(t)) =2 + o dt + % dt

oL 0oL  OoLdx
~ a9t Toax T axdr
oL d (oL . OLdx
ot " <—)X+§E

T ot | dt \ 6x
oL, d (oL
B TAC

%+i % —i[,
ar " dt\oax ) " dt
az_d( oL . d

d .
E—E £—§X>—E(£—mxx)——EE

Analogicznie analizujac stan uktadu £ dla statych x i p analizujemy
zmiany energii £ w czasie.

2.80
Zatem czym s3 generatory w mechanice klasycznej?
£ 0 0
~y — ~y —
at P77 ox
0 0
X~ — L~ —
op 06
Innymi stowy zaleznos¢ £ wzgledem jakiegos$ parametru fizycznego
Jest réwnowazna ewolucji czasowej sprzezonego parametru. Zmiana
potozen jest generatorem zmian pedu, zmiana energii jest generato-
rem ewolucji czasowej etc.
oL d oL d N
ox _dt’  8p  dt
oL  d £ oL d
ot  dt 09 dt
Jesli L <= |¥), to intuicyjnie operator energii generuje ewolucje
czasowa stanu uktadu:
d .
— E
o)~
2.81
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2.8 Réwnanie Schrodingera

Operator ewolucji czasowej U(t)
W mechanice klasycznej energia generuje ewolucje czasowq uktadu:

oL _ _d
ot  dt

Aby opisa¢ ewolucje czasowa stanu uktadu kwantowomechanicznego
|1(t)) konieczne jest wprowadzenie odpowiedniego operatora — ope-
ratora ewolucji czasowe}j U(t), ktory dziatajac na wektor stanu pro-
paguje ten wektor w czasie:

2.82
Operator ewolucji czasowej U(t)
Jakie wtasciwosci powinien mie¢ U(t)?
e U(0) powinno zwrdci¢ niezmieniony |1))
0(0)|) = |9) ~ 0(0) = T
e Ewolucja w czasie jest odwracalna a zatem musi istnie¢ U~1(t)
e Propagacja wektora stanu powinna zachowac probabilistyczna
interpretacje (zachowac catkowite prawdopodobienstwo)
(U)ylU(t)Y) = (Yly) =1
Jest to cecha operatoréw unitarnych!
283

Operator ewolucji czasowej U(t) jest unitarny
Propagacja wektora stanu powinna zachowac probabilistyczna inter-
pretacje (zachowac catkowite prawdopodobienstwo)

(O()9|0()) = (Yly) =1

Jest to cecha operatoréw unitarnych!

(09|01) = (|0T019) = (Y|9)
(|0 019) = (P|T19)
(|0 09) — (PlT19) =0
(|00 —T1g) =0

Mozna pokaza¢, ze operator UTU — I jest hermitowski:E]

00 -Nt =00 -T1"=00-T

dsprzezenie hermitowskie iloczynu oznacza zmiane kolejnosci i dystrybucje
sprzezenia
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2.84

Operator ewolucji czasowej U(t) jest unitarny
Poniewaz operator UTU—1, nazwijmy go A, jest hermitowski, posiada
ortonormalna baze funkcyjna {|a;)}

(Y00 - Tly) =0
(W|Alp) =0

Réwnanie to musi by¢ spetnione dla dowolnego stanu, a zatem i dla
dowolnego |a;), gdzie Ala;) = \;|a;)

<a,-]A\a,-> =0~ <a,">\,"a,'> =0~ A,-(a,-]a,) =0~ >\,‘ =0

Wartosci whasne A sa réwne 0! Zatem dziatajac na dowolny wektor
stanu |¢)

Alyp) = AZ cilai) = Z cAla;) = Z ci0la;) =0

A zatem:
A= 010~ T=0n0 010 = T~ 01007 = 101 o OF = 0
2.85
Dziatanie operatora U(t)
Rozwazmy dziatanie operatora U(t) dla infitezymalnie matej zmiany
czasu dt. Pozwoli to rozwing¢ operator w szereg Taylora:
0(dt) = 0(0) + U(0)dt + O(dt?)
O(dt) = T+ 0(0)dt + O(dt?)
O(dt)l) = [9) + 0(0)dt[w) + O(dt?)|w)
[W(dt)) = [9) + 0(0)dtly) + O(dt?)|9)
[p(dt)) — [9) = 0(0)dt|w) + O(dt?)|y)
d O(dt?
[¥( tz/>t [¥) _ 0(0) ) + ( t )|'<P>
[p(dt)) —¥) 54 O(dt2)
dt_)oT =UO)ly) + lim V)
2 19) = 0©) 1)
2.86
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Dziatanie operatora U(t)
Nie wykorzystaliSmy jeszcze unitarnosci operatora ewolucji czasowe].
Rozwazmy wpierw unitarnos¢ rozwiniecia Taylora:

A~

O~ (dt)0(dt) = U'(dt)0(d?t)
= ( + 0'(0)dt + O(dt2)! ) (/ +0(0)dt + @(dt2))

~

=7+ 0t0)dt + 0(0)dt + O(dt?)
O(dt?)
dt

I

0= 0t0) + U(0) +
0t(0) = —U(0)

A zatem operator ewolucji czasowej jest antyhermitowski! tatwo
sprawdzi¢, ze iloczyn takiego operatora z jednostka urojong / daje
operator hermitowski:

(IOt = U(0)it = i0(0) = H
Dziatanie operatora U(t)

Wracajac do wyprowadzonego réwnania rézniczkowego otrzymu-
Jjemy:

d A
) = 00))
d A
=) = (%) w)
i<l = Al)

Ewolucja czasowa wektora stanu

Zaktadajac jedynie odwracalnosé ewolucji czasowej | zachowanie cat-
kowitego prawdopodobienstwa otrzymalismy prawie kompletne RS -
ewolucja czasowa wektora stanu jest réwna dziataniu jakiego$ ope-
ratora hermitowskiego na ten wektor:

d ~
j21) = A)

Aby ustali¢ jaka wielkos¢ fizyczna reprezentuje operator H musimy
odwotac sie do fizycznej intuicji z mechaniki klasycznej w ujeciu La-
grange'a:

oc d

ot dt
W mechanice klasycznej to energia generuje ewolucje czasowa uktadu
a zatem A to Hamiltonian. Pozostaje jeszcze wprowadzenie statej
zapewniajacej odpowiednie jednostki:

/h—|¢) H|)
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Rozdziat 3

Sciste rozwigzania

3.90
3.1 Czastka swobodna
Czastka swobodna w jednowymiarowej przestrzeni
Rozwazmy czastke poruszajgca sie swobodnie w nieograniczonym
jednowymiarowym obszarze w statym (a wiec réwnie dobrze zero-
wym) potencjale. Hamiltonian czastki mozna wtedy zapisa¢ naste-
pujaco:
n d?
T 2mdx?
a réwnanie Schrodingera
d? 2mE
WW”(X) R n\un(X)
3.91
Dygresja - liniowe réwnania rézniczkowe drugiego rzedu
Jest to w zasadzie jedyny typ réwnan rézniczkowych jakie rozwiazu-
Jjemy w mechanice kwantowej. Prosty przyktad takiego réwnania to:
d?y
—~ +k’y=0
dx? TRy
Aby je rozwiaza¢ zaktadamy, ze y = exp(/x) co po podstawieniu
prowadzi do
(P+Kk)y=0
czyli, ze | = ik i y = exp(£ikx). Mamy wiec dwa niezalezne
rozwigzania a poniewaz nasze réwnanie rézniczkowe jest liniowe ich
liniowa kombinacja jest réwniez jego rozwigzaniem:
y = Ae'®™ 4 Be™™ |ub korzystajac ze wzoru Eulera
y = Ccos kx 4+ Dsin kx
3.92
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Wracajac do naszego réwnania ...
d? 2mE,
aa V)=

Jego rozwigzaniem jest funkcja falowa

v, (x)

WV, (x) = Ae'** + Be~ 'k~

gdzie k2 = 2’;’—5". Poniewaz nie wystepuja zadne warunki brzegowe,
nie ma wiec ograniczen dla wartosci E,,.
3.03
Zadania tydzien 3—4
Zadanie 1
Aby zrozumie¢ znaczenie wspoétczynnikéw A i B wyznaczmy wartosci
wtasne operatora momentu pedu przyréwnujac je kolejno do zera:
Jesli B=10
hdV,(x) Hhd , . -
BV, (x) = ~ = ——Ae" = k,hAe"™ = k,hW
PUA(x) = =— F o Ae hAe nhW 5 (x)
Jesli A=0
~ hdw,(x hd _ _, »
PVan(x) = d”)f ) _ - Be X — _ k., hBe X = —k AW ()
Jak widac¢ funkcja falowa W ,,(x) jest superpozycja dwoch funkgji wta-
snych operatora momentu pedu odpowiadajacych czastce poruszaja-
cej sie z ta sama predkoscia w kierunku dodatnich lub ujemnych
wartosci x.
3.94
Zadanie 2
Sprobujmy powtdrzy¢ to rozumowanie dla alternatywnego zapisu roz-
wigzania:

WV, (x) = Ccos kx + Dsin kx

Okazuje sie, ze przyrownujac C lub D do zera nie dostajemy funkgji
wtasnej operatora pedu. Funkcja jest prawdopodobnie superpozycja
(dwodch?) stanéw wiasnych. Jakich?
Jesli D=0

hdV,(x) hd

pV,(x) = oy 75C cos k,x = ik,hC sin k,x

Poniewaz cosz = —elzj;e*iz funkcje mozna zapisa¢ nastepujyco:
1 iknx 1 —iknX

Jak widac¢ funkcja falowa W ,,(x) jest superpozycja dwoch funkgji wta-
snych operatora momentu pedu z rownymi wspdétczynnikami rozwi-
niecia. Analogicznie dla sinz = %
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Relacja de Broglie’a
Popatrzmy raz jeszcze na szczegdlne Rozwigzanie réwnania

d? 2mE,
W\Un(x) T TR W, (x)
ktore mozna zapisac jako W,(x) = Ce*** gdzie k2 = 2ZFs. Jesli

przyjmiemy, ze wszedzie V(x) = 0 funkcje falowa mozemy zapisac
korzystajac z klasycznej relacji energii kinetycznej i pedu (2mE, =
2.

Py):

W, (x) = Cexp{(:l:i%x)} —C {cos <27T—hp”x) + sin (27;p”x>}

Jak widac g musi by¢ dtugoscia fali. Fali de Broglie'a.

Stan czastki swobodnej opisuje pakiet fal

Jesli energia czastki swobodnej (jej ped) nie jest doktadnie znana lub
jesli sprébujemy ja zmierzy¢, stan czastki nie bedzie juz opisany falg
monochromatyczng a raczej superpozycja szeregu réznych fal

V= Z Cn"/)n

Pakiet taki zlokalizowany bedzie w przestrzeni poniewaz wszedzie
poza matym obszarem (Srodek ktérego porusza sie ze Srednia pred-
kosciag < p > /m) dojdzie do wygaszenia sie fal ¥, w wyniku inter-
ferencji.

< p>= <p>=0.5

ey —
b
D
>
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3.2 (Czastka w jednowymiarowym pudle potencjatu

Jeden z najprostszych przypadkow dla ktérych réwnanie Schrodingera
mozna rozwiazac analitycznie to czastka w nieskofnczonym jednowy-
miarowym prostokatnym pudle potencjatu.

V(x) =

~ zs\v/ X) = 0

E/

0, 0<x<L
o, 0>x>1L

o

3.99

Réwnanie Schrodingera dla czastki w nieskonczonej studni po-
tencjatu
Jest w zasadzie identyczne z tym dla czastki swobodnej . ..

d? 2mE,
W\Un(x) = - #2

Wi(x)

tym razem jednak funkcja falowa musi spetnia¢ pewne warunki brze-
gowe - w szczegolnosci zanika¢ wyktadniczo na nieskonczenie mate]
odlegtosci na granicach studni.
3.100

Réwnanie Schrodingera dla czastki w nieskonczonej studni po-
tencjatu

Proste wyjasnienie daje zapisanie réwnania Schrodingera dla obsza-
réw z nieskonczonym potencjatem:

n? d?

_%W\U"(X) = (E —00)V,(x)

Jesli wiec W ,(x) jest funkcja klasy Q pochodna po lewej stronie musi
by¢ skonczona a wtedy V,(x) =0
3.101

Jesli rownania rézniczkowe s3 takie same ...
...to 1 rozwigzania powinny by¢ takie same:

V,(x) = Aexp (/%X) + Bexp <—i%x>

= C cos <p;x> + Dsin (p;x>

...zmienia sie jedynie warunki brzegowe:

V,(0)=0azatem C=0

V,(L) = Dsin (&%) = 0 a zatem p, = 2"
V,(x) = Dsin (%x)
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Stata D znajdujemy z warunku normalizacji

1:/0L1/J*7,Ddx:/OLD25in2 (%) dx:%LDz
- 00 = 2an (2)

Aby znalez¢ energie wystarczy podstawi¢ nasza funkcje falowa
do réwnania Schrodingera

m d?> /2 . /nmx 2 . /nmx
“2m e ZS'”<T>:E\ES'”<T)
_ (nmn)® Pk
- 2ml2?2  8mlL?2

Co sie stanie jesli zaczniemy zmniejsza¢ wymiary naszego pudta
do poréwnywalnych z rozmiarami czasteczki?

Popatrzmy na rozwigzania otrzymane dla czastki w studni o skonczo-
nym potencjale dla zmniejszajacej sie szerokosci studni (rozwiazanie
jest wprawdzie bardzo podobne jak w przypadku czastki w nieskon-
czenie gtebokiej studni potencjatu ... niestety nie jest analityczne;
pozwala jednak lepiej zrozumie¢ dlaczego funkcja falowa musi zani-
kac jesli potencjat jest nieskonczony).

Albo zwiekszac¢ potencjat przy statej szerokosci pudta
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Whioski?

e Energia moze przyjmowac jedynie dyskretne wartosci (sa one
tym gesciejsze im silniejszy jest potencjat lokalizujacy czastke |
iIm szersza jest studnia potencjatu)

e energia kinetyczna czastki zamkniete] w dowolnym obszarze
przestrzeni nie moze by¢ réwna zeru

Proste zastosowania - FEMO

AE = En+1 - E,
E 2

h 2 2
AE = o= — ((n+1)* = n?)
h2
AE=(2n+1)—
\ \ @ )8ma2
Er = Silhzz 1 \ / Pa{x)
~ <
Er= goiz i > i (x)
X

Zadania tydzien 3-4

Zadanie 3
Wyznaczy¢ maksimum pasma absorpcj-
E/ 2 nego dla przejscia m — 7* dla czasteczki
8mel2 T — E3 =9 butadienu CH,=CH—CH=CH,. Mozna

hv = AE przyjac, ze Rc_c = 1.46A, Re_c =
— Ex=4 1.34A. Oszacujmy szeroko$¢ pudta jako
—E =1 sume dtugosci wigzan: L = 1.34+1.46+
1.34 = 4.14A Poniewaz mamy 4 elek-
trony 7, najnizsza energia wzbudzenia to:
2
AE:E3—EQ=(5)#=W:%
Tak wyznaczona dtugos¢ fali odpowiadajagca maksimum pasma ab-
sorpcyjnego wynosi 113nm, ale dla nieco wiekszej (0 Rec—c = 1.34A)
dtugosci pudta 5.48A wynosi 198.1nm i jest juz bliska wartosci
210.0nm obserwowanej eksperymentalnie.
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Zadanie 4

Wyznaczy¢ maksimum pasma absorpcjnego dla przejscia m — 7*
dla czasteczki heksa-1,3,5-trienu CH,=CH-CH=CH-CH=CH, w
przyblizeniu metody FEMO. Mozna przyja¢, ze Rc_c = 1.46A,
Rc_c = 1.34A. Oszacujmy szerokos¢ pudta jako sume dtugosci wia-
zan plus jedng dtugos$¢ wigzania Rc—c: L = 1.34 + 1.46 + 1.34 +
1.46 + 1.34 + 1.34 = 8.28A Poniewaz mamy 6 elektronéw 7 to
przyjmujac L = 8.28A dtugosc¢ fali odpowiadajaca maksimum pasma
absorpcyjnego obliczymy nastepujaco:

2 h
:hu:TC ~  A=2323nm

AE=E—Es= ()5 —

wynosi 323nm.

Zadanie 5

Wyznacz rozktad gestosci elektronowej p(x) butadienu w stanie pod-
stawowym w modelu FEMO. Mozna przyja¢, ze elektrony sg w tym
modelu czastkami niezaleznymi.

2 T 2 2
_ 2 2 _onc a2 (L Zan2 | 22
p(x)-21/)1—|—21/)2—2LS|n <Lx)—|—2Lsm (LX)

o (s (3

x/A
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Zadanie 6

Rozktad gestosci m—elektronowej p,(x) butadienu w stanie podsta-
wowym w modelu FEMO przewiduje, ze nawet w miejscu gdzie che-
mik narysowatby wigzanie pojedyncze gestosc ta jest niezerowa. Jaka
Jest jej minimalna wartos¢ w tym obszarze? Mozna przyjac, ze elek-
trony s3 w tym modelu czastkami niezaleznymi. Formalnie nalezatoby
znalez¢ ekstrema . . . ale korzystajac z symetrii wiemy, ze chodzi o ge-
stosc w punkcie x = £, stad

p(x) = 292 + 293 = % {sin2 (%x) + sin? (z—wx)l

L
o (3) o]

x/A

NI~

3.113

Zadanie 7

Oblicz wartos¢ oczekiwane (x), (x2), (px) i (p2) dla elektronu w
pierwszym stanie wzbudzonym butadienu CH,=CH-CH=CH, w
modelu FEMO. Zaktadamy, ze elektron zwigzany jest w jednowy-
miarowe] prostokatnej studni potencjatu o szerokosci L = 0.548nm
a funkcja falowa czastki w tym stanie ma postaé ¢ = \/%sin (2 x)
gdzie n=3

L 2 [t 2 [t 2
/OTP*X'(,DdXZZ/O xsin2<%x) dX:Z/O g{l—cos( anX)] dx =

1 [t L 2nTX f(x)=x ¢'(x) = cos 2™
—Z/o XdX—/O XCOS(T) dx_‘f/(x):]_ g(X):LSIHZnﬂ‘

2nm L
= L — |x L sin 2n7rX ] —|—/L 1 L sin 2n7rX dx =
2 2nm L o Jo o 2nm L N

L

3.114
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Zadanie 7 c.d.

Sprawdz czy spetniona jest zasadna nieoznaczonosci potozenia i pedu
dla czastki w jednowymiarowym pudle potencjatu. Znajac wartosci
spodziewane (x) = 5, (x2) = L2(3 — 54=). (p) =0 (p2) = 515,
mozna wyznaczy¢ odchylenie standardowe pomiaru potozenia i pedu,
a nastepnie skorzysta¢ z zasady nieoznaczonosci.

(63 = (07) (B8 = (p)?) =~ (T2 —2) 2 1

3.115

3.3 (Czastka w dwuwymiarowym pudle potencjatu i periodyczne
warunki brzegowe

Czastka w prostokatnym pudle potencjatu

Tym razem ograniczymy ruch czastki poruszajacej sie po ptaszczyznie
do obszaru o wymiarach L, x L,. Réwnanie Schrodingera zapiszemy
analogicznie jak dla przypadku jednowymiarowego:

82 62 2mEnX,ny
(5 + 52 ) W (o) = =272, (5, )

I zaktadajac, ze mozemy rozseparowac zmienne:

Voo, (x,y) = X(x)Y(y)

3.116

Po podstawieniu funkcji do réwnania i rozdzieleniu zmiennych:

52 2 2mE,, 1,
Y1)z X0+ X() 55V (1) = ==X (Y ()

1 82 1 82 2mE,,
O O A
1 &2 1 & 2mE,, p,
Xpa T v VT TR

oraz uwzglednieniu warunkéw brzegowych znajdujemy rozwigzania w
nastepujacej postaci:

2 X _
V(X y) = L sin (nL:rX) sin (%y)

Zadania - tydzien 3—4

3.117

Zadanie 8
Unormowac funkcje falowa

x , 2
W, (x,y) = Nsin T ) sin My Odp. N =
ny Ly L,
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Zadanie 9
Wyznaczy¢ energie stanu opisanego funkcja

2 Ny n,m
WV, . (x,y) = sin [ =—x | sin [ 2=
oo = e () ()

0 02
(2 &)

~ h?
Enx,ny - <\Unx,ny }Hwnx,ny> - _% <wnx,ny

(w2 n2m? W (n2 n?
- x__ 4 Y <an,n |an,n > = [ X4+ X
2m \ L2 L2 Y Y 8m \L: L?
3.118
Czastka w pudle cyklicznym
Zmieniajac nieco warunki brzegowe rozwigzania dla czastki w jedno-
wymiarowym pudle potencjatu mozna pokusi¢ sie o opis czasteczki
benzenu w przyblizeniu FEMO. Tym razem bedziemy chcieli niejako
''zszy€"ze sobg oba konce studni potencjatu wprowadzajac w ten
sposéb periodyczne warunki brzegowe. Warunki jakie musi spetniac
nasza funkcja to:
'lpn 0) = n L
(0)=W(L) |
Y,(0) = ¥, (L)
Asin kO + Bcos kO = AsinkL + Bcos kL
Ak cos kO — Bksin kO = Ak cos kL. — Bksin kL
AsinklL + B(coskL —1) =0 - sin kL (coskL —1) _0
A(cosklL —1) — BsinkL =0 (coskL —1) —sinkL |
co prowadzi do:
2n)?h?
coskL =1 ~ kL =2nm dia n=0 4142, . E,= 200
8mlL=2
3.119

Zadania - tydzien 3—4
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Zadanie 10
Znalez¢ funkcje falowe dla czastki w cyklicznym pudle potencjatu.
Ogodlna postac funkcji falowej to ¥, = Asin 2”% + B cos 2”%

1 L
@DO:vaOZ\/;gdyz'BZ/ dx = 1.
0

Kolejno korzystajac z (nie)parzystosci funkgji (sin)cos mozna zapisac:

. 2n 2n
PYp>o = Asin L + Bcos ks
L L
. 2|nlmx 2| n|mTx
WYpeo = —AsIn il + Bcos | L|

Poniewaz dla dowolnego n obie funkcje maja te sama wartos¢ wtasna
energii mozemy wzia€ ich dowolnga unormowana liniowa kombinacje,
np. dodajac i odejmujac je od siebie, co prowadzi (po wyznaczeniu
statych A i B) do:

v [T Voo = \/25in 228 dia >0
0=\/7
L \Ifn<0:\/%c052”% dlan<0
3.120
Czastka w pudle cyklicznym
E/ﬁ Y_1(x)
E1=4 \Bél ¢+1(X)E+1:4
AE = En+1 - E,
| -
AE = (2n+ 1)2m32
Po(x)
Eo=0
X
3.121

Zadania - tydzien 3—4
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Zadanie 11
Oblicz dtugosci fal odpowiadajace maksimum absorpcji dla przejscia
T — 7 w czasteczce benzenu w przyblizeniu metody FEMO.

Diagram energetyczny

E/omrp— — E1o— 16
hv = 5oc
Ao = e
4 Ea =4
HE=0

“Szerokos¢” studni jest réowna dtugosci 6 wigzan!

L =6-14-10""m
(42 -2°)0  hc

S TN R .
8meacl?
>\max = W =194 nm

Wartos¢ eksperymentalna maksimum pasma absorbgji 1wm* wynosi
ok 178 nm. Warto podkresli¢, ze w przypadku cyklicznych uktadéw
szerokoS¢ studni jest réwna sumie dtugosci wigzan, w przeciwienstwie
do quasi-liniowych polienéw, gdzie dodawalismy po p6t wigzania na
koncach.

47

3.122




3.4 Oscylator (an)harmoniczny

Czastka w potencjale harmonicznym

- :—x% X Na czastke o masie m wychylona z potozenia
k i:_ rownowagi (x = 0) dziata sita proporcjonalna
| g do wychylenia. Potencjat taki okresla si¢ jako
R jednowymiarowy potencjat harmoniczny

V(x) = Tkx?
Klasyczne réwnania ruchu mozna otrzymac rozwiazujac réwnanie

rozniczkowe:

X
A : = —_—_——— = —
NANA e

: f > d?x
L\/T\/ﬂ t F:ma:m@:—kx

Zatem blok oscyluje z czestotli-

wosCig w = \/% = 2mv od —A
do A.

x(t) = Acos (wt)

3.123
Klasyczny oscylator harmoniczny
V(x) = Koo Rozpatrzmy czastke o masie m w jednowy-
2 miarowym potencjale harmonicznym V(x) =
L Tk(x — x0)?. Na czastke taka wychylona z po-
F tozenia réwnowagi (x = xp) dziata sita propor-
cjonalna do wychylenia.
X
X0 dv
F = —— = —k —
dx (x — x0)
Réwnanie Schrodingera zapisa¢ mozna nastepujaco:
n d? 1
_%WWH(X) + EkXQWn(X) = E,,W,,(X)
Catkowalne z kwadratem funkcje falowe bedace rozwia-
zaniem tego rownania (dla n=0,1,2,...) maja postac:
2 mk\ M/ X
Vi) = Moo gczie y = () x=%
n 2 dn 2 . . .
a H,(y)=(-1)"¢ d_y”e " to tzw wielomiany Hermite
3.124
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energy

Rysunek 1: Jednowymiarowy potencjat harmoniczny wraz z funkcjami wtasnymi dla nisko-

lezacych stanéw wtasnych w funkcji wspdtrzednej normalnej g.

WHtasciwosci wielomianéw Hermite -
2 _
Hn(y) = (_1)ney dyne g

2

pseudo-ortogonalnosc

/ Ho(y ) Ha(y)e™ dy = /72" 18 mn

o0

I rekurencja
Ha1(y) = 2yHu(y) — 2nH,1(y)

Przyktad - wyprowadzenie wielomianéw Hermite
Wyznacz posta¢ wielomiandéw Hermite dla n =0, 1, 2.

Ho=1 Hy=2y H,=4y>-2

Zadania - tydzien 5

Zadanie 1
Unormowac funkcje falowa oscylatora harmonicznego

V,(y) = Nan(y)e—ﬁ/z

korzystajac z pseudoortogonalnosci wielomianéw Hermite'a.

/ Ho(y)Ha(y)e™ dy = /72" 118

o0
o0

| —c WV, 5= / W () Wa(y) dx

ap [(MKY
—Nn(ﬂ

h2

IS

/ H2(y)e™ dy

[e.e]

1

%
=N (= 2"nl1 Ny =) ———
”(mk) V2t - ay/m27n!
————

a
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Zadanie 2

Wyznaczy¢ wartos¢ srednig operatora energii potencjalnej dla oscy-
latora harmonicznego (V) = %k<>“<2> korzystajac nastepujacej relacji
rekurencyjnej dla wielomianéw Hermite:

)1/4

Hor1(y) = 2yHu(y) — 2nHo-1(y) gdzie y = (95)""x =%

X
a
o

< K2 >:/ dxW(y)x*V,(y) :N,%/ adyH,(ay)?*H,e™

—00 —00

= a’N? / " dyHy? (H”“ + ”H“) e

2

2y y
H,
dyH, (% + nyH,,l) e’

Hyo  (n+1)H, nH,
( s 2 T

2

+ n(n— 1)Hn2) e’

=ao’(n+3) / adyN2H2e™" = a? (n+ 1) (¥,[9,)
1 h? 0\ 2 1 1 k 1 1 1
<V>:§k<m) (n+§)=§h E(H—FE):EWU(H‘FE)

Zadanie 3
Oblicz srednig warto$¢ operatora energii potencjalnej dla stanu pod-
stawowego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego. Funkcja

3.128

x2
falowa czastki w tym stanie ma posta¢: Wy = (ma?) " */*e 22, Po-

niewaz v
o0
Cax2 ™
/ X2 dx:Ta 3/2

[e.9]

szukana wartos$¢ wtasna to:

o 1 x2
(W V(X)) = / (7ra2)’1/2§kx26_c72 dx =

—00

1 7 ka? 1 [k
2\—-1/2 + 2y3/2 _ 2=~ =
(me) "5k (@) i ~a\m"

3.129
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Zadanie 4
Oblicz $rednig warto$¢ operatora energii kinetycznej dla stanu pod-
stawowego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego. Funkcja

x2
falowa czastki w tym stanie ma posta¢: Wy = (ma?)*/*e 22, Po-

niewaz
oo
e~ dx = il
oo a

/oo x?e ™ dx = ga3/2

[e.e]

szukana wartos$¢ wtasna to:

h? d? ko 1 /k
<"’0’ B %WWO> =7 T3\

Klasyczny opis drgan w czasteczce 2-atomowej
Klasyczne wychylenie z potozenia réwnowagi

k
(R) to g = xo — x; — R. Aby wyrazi¢ Lagran-
R~ .  Zan L=T-Vprzez wsp. uogdlnione qi g = 9
X2

i dt
X1 korzystamy z:
. , o
qa=x—X }M {Xl_m1+m2q
o . o mEm
0= mxi + mexy Xo = itd
A zatem, wprowadzajac mase zredukowang u = %:

T = Imix@ 4+ 2mpx3 } - { T = 1ug?

V = 2kq? V = 1kq?

Pozostaje rozwigzac réwnania ruchu Lagrange'a:

d /6L oL .
E(a_q,-)_a_m_o' i=1,2,...,f

W naszym wypadku liczba stopni swobody

k
f=1I = @, zatem:
— X
X2

d (8T\ oT oV
9q

X a _or__ov
dt oq oq

Ostatecznie otrzymujemy identyczne réwnania ruchu jak dla oscylu-
Jacego bloku o masie u:

pg—0=—kqg
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Oscylacje jader atomowych w czasteczkach wieloatomowych

W otoczeniu punktu stacionarnego R(® potencjat dla ruchu jader mozna
rozwing¢ w szereg Taylora wzgledem niewielkich odchylen wspétrzednych
jadrowych AR = R — R, (n=1,..., 3N,puc) z potozenia réwnowagi
R(2_ Poniewaz wektor gradientu znika w R(?), obciecie rozwiniecia na cztonie
kwadratowym daje

3N
nuc 1
Ua(R) = Us(RD) + 3 | SKDARDARL)

m,n=1

gdzie macierz Hessa wyznaczona jest w R(®. Hamiltonian dla ruchu jader w
przyblizeniu adiabatycznym mozna zapisac:

3Nnuc 3Nnuc
Hy = U,(RP) + Z + .5 L @ ARG AR
m,n= 1

Wygodnie jest zdiagonalizowa¢ operatory energii potencjalnej i kine-
tycznej poprzez nastepujaca transformacje liniowa:

ARY = Y M, 2AGg,,

co prowadzi do nastepujacej postaci H,, wyrazonego w tzw.
(masowo-wazonych) wspotrzednych drgan normalnych

H, = U.(qa, = 0) + H/™

gdzie Hamiltonian drgan normalnych dany jest

1
HO = 257 (52 402, 62,)
y

W powyzszym réwnaniu wprowadzono czestosci drgan harmonicz-
nych w,, .

Dynamike ruchu jader atomowych w geometrii réwnowagowej mozna zatem
interpretowac jako superpozycje niezaleznych drgan harmonicznych wzgle-
dem geometrii réwnowagowej R(® odpowiadajacej Gay = 0. Drgania har-
moniczne jader atomowych w ramach jednej wspotrzednej normalnej y maja
te samg czestotliwos¢ w,, choc rozne amplitudy, wynikajace z roznic w ich
masach. Oprécz 3N,,,c — 6 drgan normalnych wystepuje jeszcze szeS¢ wspot-
rzednych z zerowymi wartosciami wtasnymi, ktére odpowiadajg swobodnym
translacjom i rotacjom.

Przyktad: tryby drgan czasteczki wody (H,O)
Czasteczka H,O jest nieliniowa (kat ok. 104,5°). Wygodnie jest uzywac
wspotrzednych wewnetrznych (dtugosci wiazan + kat).
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Rysunek 2: Wektory przesunie¢ dla trzech wspdétrzednych normalnych w czasteczce wody
(a)-(c). Réznice w amplitudach wynikaja z réznic w masach atomowych.

Trzy gtéwne tryby drgan
1. vy — symetryczne rozcigganie wigzan O—H,
2. v, —drganie zginajace (zmiana kata H-O-H),
3. v3 — asymetryczne rozcigganie wigzan O—H.
3.136

Wspétrzedne wewnetrzne
Rozwazamy czasteczke w ptaszczyznie:

e . — dtugosc pierwszego wigzania O—H,

e 1, — dtugosc¢ drugiego wigzania O—H,

e o — kat H-O-H.

Drgania wzgledem geometrii rownowagowej opisujemy przez wsp. we-
wnetrzne g;:

g =An, G =An, g =Ac.
Zbiorczo:

a1 An
a=|q | =|Anr

gz Ao
3.137

Energia potencjalna
W przyblizeniu matych drgan:

3
1 1
V(q) ~ > § kijaiq; = 54 Ka.

ij=1

Dla prostego modelu H,O bierzemy:

1
V =3 (ki + ket + 2k 12 + ka @)

ki kep O
K= |k, k 0
0 0 kK

e k., — stata sity dla pojedynczego wigzania O—H,
e k., — sprzezenie miedzy dwoma wigzaniami,
[ ]

Ko — ,Sztywnos¢” kata H-O—-H.
3.138
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Energia kinetyczna
Energia kinetyczna w wspodtrzednych wewnetrznych ma posta¢ kwadra-
towa:

1
T=2-q'Aq.
S4 Adq

W prostym modelu (dla drgan w ptaszczyznie):

1. .
T =3 [b(af + @) + pad]
uw 0 O
A=10 u O
0 0 Ua

e 1 — efektywna (zredukowana) masa dla rozciggania O—H,
® L, — efektywna masa dla zginania (zmiany kata).

Lagrangian i réwnania ruchu

B I S
L=T V—2qu 2q Kq.

Punktem wyjscia sa rownania Eulera—Lagrange’a dla matych drgan. Warto
pamietac, ze Lagrangian jest skalarem. Rozwazmy czeS¢ potencjalng Lagran-
gianu:

1
V ==>-q'Kaq,
54 Ka

Gradient liczymy po sktadnikach wektora q = (g1, .. ., dn)':

o(qi
a_qk _ _Z (C] CIJ ZKquJ

Jest to k-ty element wektora Kq. Analog|czn|e liczymy pochodna T po
pedach uogdlnionych, zatem:

d
— (Aq)+Kqg=
g; (AQ) +Ka =0,

Lagrangian i réwnania ruchu  Zaktadamy rozwiazania harmoniczne:
q(t) =acos(wt) = §=—wq.

Podstawienie daje réwnanie:

—w?’Aa+Ka=0.

(K—w’A)a=0.

Nietrywialne rozwigzania istnieja tylko wtedy, gdy:

det (K — w?A) =0

To jest uogdlnione zagadnienie wtasne, gdzie:
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e Wartosci wiasne w? daja czestosci drgan normalnych,
e Wektory wtasne a definiujg ksztatty drgan.

3.141
Tryb zginania
Ze struktury macierzy:
kr krr o 0
K=||k, k O,A: 0 w 0
0 ka 0 ,U’OL
wida¢, ze gz (kat) nie miesza sie z gy, Go:
2 2 ka
(ko — W lg)az =0 = w; = —.
a
0
a?= (0] = @Q~Ac
1
To jest tryb zginania (drganie kata H-O—H). 3.142
Dwa tryby rozciggania
Dla czesci rozciagajacej (pierwsze dwie wspotrzedne) rozwiazujemy:
k, — W’ k )
det | " " =0,
( krr kr - w2/~1'
(ky — w?u)? — k2 = 0= k, — w?u = *k,,.
Dwie czestosci:
2 kf + krr 2 kr krr
wl — w3 — .
1% %
3.143
Wektory wtasne — ksztatty drgan
Symetryczne rozciaganie (w;)
k. + k
Dla w? = — t+ for,
i
1 1
_ (1)
a=a = a’/=—|1
1 2 \/§ 0

Oba wigzania O—H wydtuzaja sie i skracaja w fazie.
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Asymetryczne rozciaganie (ws)

r— Rrr,

2 _
Dla w3 =

1 1
aq=-a = a®=_—"/|-1

V2 \ o

Jedno wigzanie O—H sie wydtuza, drugie skraca — przeciwfaza.
3.144

Wspétrzedne normalne
Macierz transformacji (kolumny = wektory wtasne):

Sl

0
S = 0 —
1

S
b

Definiujemy wspoétrzedne normalne:

Q1
Q= | =S"q.
Q3
Dostajemy:

1 . .
Q1= —=(q1 + g2) (symetryczne rozciaganie),

V2
1
Q3 = E(Ch

Q2 = Q3 = Ao (zginanie). 3.145

— @») (asymetryczne rozciaganie),

Hamiltonian w wspdétrzednych normalnych
Po odpowiednim przeskalowaniu w masowo wazonych wspdtrzednych,

energia kinetyczna:

energia potencjalna:

k=1
Definiujemy pedy kanoniczne:

oL .
P = —_— = i
K 20, op

Hamiltonian przyjmuje postac:

3
H= Z( P2+ kaZ)

k=1 3.146
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Interpretacja fizyczna

1500 1000

e (Czasteczka H,O ma 3 niezalezne drgania normalne:

e We wspétrzednych normalnych Hamiltonian jest suma trzech niezalez-

Q1 < v (symetryczne rozciaganie)
Q> < V» (zginanie)
Q3 < v3 (asymetryczne rozciaganie).

nych oscylatoréw harmonicznych.
e /atem w ujeciu kwantowym:

e Dla czasteczki nieliniowej 3-atomowej (jak H,O) mamy 3 niezalezne

drgania

e Uzywajac wspoétrzednych wewnetrznych 1 macierzy A, K sprowadzamy

Evlvzv3 = hws (Vl + %) + hwo (V2 + %) + fiws (\/3 + %) )

normalne.

problem do uogdlnionego zadania wtasnego.

e Wspotrzedne normalne Q) diagonalizuja zaréwno energie kinetyczng,

Jak 1 potencjalna.

e Hamiltonian staje sie suma niezaleznych oscylatoréw harmonicznych.

Widmo IR czasteczki H,O
Widmo IR wody sktada sie z dwoch czesci:

o drgan wewnatrzczasteczkowych:

e drgan kolektywnych zwiazanych z siecia wiazan wodorowych (tylko w fazie

ciektej).

V1 &~ 3657 cm™*

Up & 1595 cm ™!

vy = 3756 cm™!

(symetryczne rozcigganie)
(zginanie H-O—-H)

(asymetryczne rozciaganie)
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Zadanie 5

W widmie IR tlenku azotu fundamentalne przejscie oscylacyjne (czyli
przejscie ze stanu podstawowego na pierwszy stan wzbudzony) ob-
serwuje sie przy liczbie falowej 7 = 1876.17 cm™!. Wyznacz statg si-
towa wiagzania N-O w przyblizeniu harmonicznym. Poniewaz energia
absorbowanego fotonu hv = hci musi odpowiadac réznicy energii
pomiedzy stanem podstawowym | pierwszym stanem wzbudzonym
(warunek rezonansu) mamy:

1 1
AEl%O = hLUO (1 + 5) - h(JJO (O + E) = ﬁ(x)o = hcp

h k _ hc
= hciv = —
o1 p, A
2
k = ( WC) ( ) MNTo _ _ 1548 53 Nm
my + Mo
3.150
Zadanie 6
Stata sitowa wigzania w czasteczce HCI wynosi 516 N/m. Obli-
czy€ czestosci podstawowych przejs¢ oscylacyjnych w izotopomerach
H35Cl i D3°ClI.
h |k
hv = hwy = —\/i
2w\ W
vV = % ﬁ
Vpssce = 8.998 - 10 Hz  oraz  wvpsc = 6.362 - 10'° Hz
3.151

Oscylator Morse’a

V(x) Okazuje sie, ze réwnanie Schrodingera
ma réwniez rozwigzanie dla potencjatu
zaproponowanego przez Morse'a, ktory

\\ > D, Jakosciowo poprawnie opisuje dysocjacje

X wigzania w czgsteczce.

X
~—7 o> V(x) = Dee ) (emab0) _2)

D. jest tu gtebokoscia studni w mini-
mum a parametr o zwigzany jest ze stata sitowa wigzania a wiec
Jej szerokoscig. Aproksymujac potencjat Morse'a potencjatem har-
monicznym o statej sitowe] k mozemy znalez¢ wartos¢ tej statej jako
druga pochodna V(x) w minimum:

d?v
(55) , ~xm2o.
X=X0

58



3.152

V(x) Rozwigzania istnieja dla stanu podstawo-
~ a?De(x — x0)? wego | stanéw wzbudzonych, przy czym
/ tylko czes¢ z nich jest akceptowalna (n =

aL . x 0,1,2, .., Nmax).

E,=nh —l—l h +12
n=hwe | n 5 WeXe | N 5

We wzorze tym w, jest czestoscig har-
moniczna a X, statg anharmonicznosci:

k 2D,
Ww=4/—=a
o u
hw
X

©~ 4D,
Eo to tzw. energia drgan zerowych (ZPVE), a zatem energia dyso-
cjacji to
DO - De - EO
3.153
Zadania - tydzien 6
Zadanie 1
Potencjat Morse'a zapisa¢ mozna alternatywnie jako:
V(x) = D, [1 — e )]
Rozwin funkcje exp w szereg (e =37 (Xl ~ 1+ x +...) i znajdz
zaleznos¢ pomiedzy parametrem o a stata sitowa wigzania i czesto-
scig harmoniczna w
V(x) = D, [1 — e ®C9]% x D, [1 — (1 — a(x — x0))]?
1 [k [ W
Deaz(x — Xo)2 = ik(X — Xo)2 ~> a = E = w E
3.154
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Zadanie 2

Stata sitowa wigzania C—O oszacowana z parametréw widma IR
w przyblizeniu harmonicznym wynosi 1856 N/m a energia wiazania
D. = 1072 kJ/mol. Obliczy¢ energie drgan zerowych w przyblizeniu
oscylatora harmonicznego i oscylatora Morse'a. Energia drgan zero-
wych dla oscylatora harmonicznego wynosi:

h [k h [k(Mc+ Mo)

1
Eoe “hp. — L JK_ "
0= 5Me = 1p w4 McMo

_6.626-107*Js | 1856 Nm~*(12.00 + 15.99)
N 4 12.00-15.99-1.660 - 10~27kg

=2.1291-10"%°J =0.1329 eV

Zadanie 3

Energia wigzania czasteczki "LiH wynosi D.=2.329 €V, zas kwadra-
towa stata sitowa k=51 N/m. Oblicz, energie zerowa drgan, energie
dysocjacji (Dg) oraz liczbe falowa pierwszego nadtonu i maksymalna
liczbe poziomoéw oscylacyjnych. Energia drgan zerowych dla oscyla-
tora Morse’'a wynosi:

hw,
4D,

1 1\’
Eo = hwe, (O + 5) + NWeXe (O + 5) gdzie x, =
1

1
:—he 1__6 — U. 1
2w( 2x> 0.061eV

Pozostate wartosci: Dy=2.268 €V, U5(=1910.2 cm™?, Ny < i ~
38 (po sprawdzeniu okazuje sie, ze w istocie 38 stan zwigzany ma
juz energie nizsza od 37).
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Zadanie 4

W widmie absorpcyjnym fluorowodoru (mg = 19.0u) obserwuje sie
przejécie podstawowe przy 3958.5 cm™! oraz pierwszy nadton przy
7736.9 cm™!. Wyznacz stata anharmonicznosci (x.), kwadratowa
stafa sitowa (k) oraz maksymalna liczbe pozioméw oscylacyjnych dla
potencjatu Morse’a.

AEL_O = ﬁCUO(]. — 2Xe) -~ Dl<—0 = 170(]. — 2Xe)
AEy, o = 2hwo(l — 3xe) Do = 200(1 — 3xe)
Do _ 21 — 3Xe
D1<_0 1-— 2Xe

— o
Xe = —2=% =0.02176

_ 524—0
6 2 Do

=4138.6cm™!

- D1<—O
T 12
k = wip = (2mcip)?u = 958.7N/m

1
nmaX:2—%23:22

Xe

Zadanie 5
Wyznacz liczby falowe pierwszego i drugiego nadtonu w widmie oscy-
lacyjnym jodowodoru (m; = 126.9 u) jesli przejscie podstawowe

obserwuje sie przy 2309.5cm™! a stata anharmonicznosci wynosi

xe = 0.0172. Wyznacz kwadratowa stata sitowa (k) oraz energie
wiazania (D.).

Do = De(1 —2x.) = 2309.5¢cm™*
U= ’71<—O
c1-2x
k =wiu = (2mcie)’u = 334.4 N/m
Do =20(1 —3x.) = 4536.7cm™*
D30 = 30.(1 — 4x.) = 6681.7cm™*

=2391.8cm™!
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Zadanie 6

Wyznacz liczby falowe pierwszego i drugiego nadtonu w widmie oscy-
lacyjnym jodowodoru (m; = 126.9 u) jesli przejscie podstawowe
obserwuje sie przy 2309.5cm~! a stata anharmonicznosci wynosi
Xe = 0.0172. Wyznacz kwadratowa stata sitowa (k) oraz energie
wiazania (D.). W miare jak energia stanéw zwiazanych zbliza sie do
granicy dysocjacji, réznice energii miedzy stanami malejg do zera a
gestosc standw osigga wartos¢ maksymalna.

E hw n+1 hw n—|—1 i
n— e ~ | — eXe ~
2 2

dE, 1
T hwe — 2hWeXe (nmax + §> =0

n 1 1
n — g
max > 2Xe

1\ fw,
D.=E, (nmax+—) =M 4316y

he 1 e
Do = D, — Ey = % —hwe(——x—):4.16ev

4x, 2 4
3.159
3.5 (Czastka na powierzchni sfery. Rotator sztywny.
Opis klasyczny
Dla czastki o masie m poruszajacej sie po
okregu o promieniu r ruchem jednostajnym mo-
zemy zdefiniowa¢ predkos$¢ katowa:
NF Nw
R A dt rdt r
gdzie s = r¢ to dtugos¢ tuku o promieniu r
odpowiadajaca obrotowi czastki o kat ¢.
Energia kinetyczna takiej czastki jest stata | wynosi:
£_ mv?  omriw® lw?
2 2 2
gdzie | = mr? oznacza moment bezwtadnosci czastki. Oznaczajac
moment pedu czastki jako L = /w energie kinetyczna wyrazi¢ mo-
zemy réwniez jako:
L2
E=—
2/
3.160
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Opis kwantowomechaniczny
Formalnie réwnanie Schrodingera zapisa¢ mozna jako:

n? ([ &2 02
T (ﬁ + a_y2) ®(x,y) = E®(x,y)
a nastepnie przejs¢ do wspoétrzednych biegunowych x = rcos¢,

y = rsin¢. Problem jest jednak analogiczny do rozwazanego wcze-
$niej quasi—jednowymiarowego zagadnienia czastki w pudle o pe-
riodycznych warunkach brzegowych. Réwnanie Schrodingera zapisac
mozemy zatem jako:

h? d?
& =Fd

2m ds?

7’_}2 d2
“omrdg? = E®

h [ d?®
] (W) = B¢

Korzystajac ze zwiazku pomiedzy energia kinetyczna obracajacej sie

czastki i je) momentem pedu £ = L réwnanie Schrodingera zapisac

2]
mozna w hastepujacej postaci:

d>d L\?
(=) @
d¢? (77)

Rozwigzania tego réwnania maja postac:

3.161

, L
& = Net'™? gdzie m, = (%>

® = N (cos my¢ £ isin m;p)

przy czym dtugos¢ okregu musi by¢ catkowita wielokrotnoscia fali
a funkcja falowa musi mie¢ ciagta pierwsza pochodna. Warunki te
spetnione moga by¢ jedynie dla catkowitych lub zerowych wartosci
my.

sin m;¢ = sin m;(¢ + 2m)

— /m,d) B —
cos m;¢p = cos my(¢ + 2m) } ~ & = Ne gdzie m; = 0,+£1, ...

3.162

Zadania - tydzien 7

Zadanie 1
Wyznaczy¢ stata normalizacyjng N dla funkcji & = Ne/™®.
2m

27
N? / e mbeim® g = N2 / dp=1 a zatem N =
0 0

e
3

1 .
d=—¢m gdzie m =0, +1,+2,...
o J /
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Kwantowanie momentu pedu
Moment pedu jest zatem kwantowany w jednostkach #i podobnie jak
w modelu atomu wodoru Bohra:

L
m; = (E) ~> L = m/h

a poziomy energetyczne za wyjatkiem stanu podstawowego s3 po-
dwdjnie zdegenerowane:

h? .
Em = Em,z gdzie m; =0,+1,+2,...
3.164
Czastka na powierzchni sfery
Jesli na czastke taka nie oddziatywuje zaden zewnetrzny potencjat,
to rownanie Schrodingera zapisa¢ mozna jako:
n [ 02 82 02
_ V(x,y, z)=EV(x,y,
2m (8X2 * Oy? * 6Z2> (x.y.2) (x.y.2)
" _,
— —VV(x,y,z)=EV(x,y,
oV VX, 2) (x,y,2)
Przy czym we wspdétrzednych sferycznych:
110 ,0
V2= = | 222 4 A2
rl {Grr or *
1 0 0 1 82
dzie AN>=—"—— (sinf= —_—
90z sin 0 00 ( | 89) i sin 62 0¢?
3.165
Poniewaz interesuje nas czastka poruszajaca sie po powierzchni sfery
o statym promieniu r, poprzednie réwnanie upraszcza sie do:
"o
— ANV (0, p) = EV(6,
SNV (6,¢) = EV(6, ¢)
Roéwnanie to mozna rozwigzac przez faktoryzacje, a interesujace nas
rozwigzania maja postac
V(8,¢) =Yim = O(0)P(d)
Przy czym funkcja & jest identyczna z rozwazana uprzednio dla
czastki poruszajacej sie po okregu, zas funkcje ©(0) to tzw. sto-
warzyszone wielomiany Legendre’a. Funkcje falowe Y,” to tzw. har-
moniki sferyczne, ktérych postac¢ zalezy od dwdch liczb kwantowych
[=0,1,2,...0|m| <.
3.166
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Fale na powierzchni sfery - harmoniki sferyczne
L, Harmoniki sferyczne sg funkcjami wtasnymi
— operatora A?

'/ \‘_‘l_
=N
1S St

I\

/\2ylm/ — —/(/ + 1)Ylm/

. C
7/"' |
L;Qﬁ - a zatem:
2
L:ﬁ\//(/—f—l) _;/\2ym/:%/(/+l)y/m/:Ey/m/
ﬁ2
E = 57 I(l+1) gdzie /=0,1,2,...

Poniewaz energia nie zalezy od m, kazdy stan energetyczny jest (2/+
1) krotnie zdegenerowany.

Fale na powierzchni sfery - harmoniki sferyczne

' 0 _1 1
< YO(Q,‘P)—E p

o
&\f %‘1(9,w)=%\/§-e—’¢-sin9
FPRE o\
I O

: . 1 /3,
g%u \q(e,w):—i\/;-e -sin @

% lub we wspoétrzednych kartezjanskich:

SUEIER

YP(6, ) = 1\/§Z
" )___\/7 (X+Iy)
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Zagadnienie mierzalnosci momentu pedu
Sktadowym momentu pedu przypisujemy w reprezentacji potozen od-
powiednie operatory:

~

= —/hya— + /hz@
A .. 0 ., 0
l, = —/hza + /hxg
~ ., 0 .0
l, = —/hx@ + /hya

Mozna pokaza¢, ze operatory te nie komutuja ze soba:
b L] =inl,, [I. L] =inl, [L.L]=inl,
Komutuja natomiast z operatorem kwadratu pedu:

[P L=+ +E1]=0

3.169
Widma rotacyjne czasteczek liniowych
Zaktadajac, ze czasteczke liniowa mozna opi-
sac jako sztywny rotator, rozwigzania te mozna
wykorzysta¢ do badania widm rotacyjnych cza-
steczek liniowych, przy czym zwyczajowo liczbe
kwantowg rotacji oznacza sie zwykle jako J a
nie /:
2
E=—=J(J+1 dzie J=0,1,2,...
gdzie u to masa zredukowana. Moment bezwtadnosci wzgledem
COM to:
| = m1r12 + m2r22
poniewaz
mirn = Mo = my(R —r mym
11m2R22 2( 1)}«»/: 1M2 RQZMR2
n=s+m my + mo
3.170

66



Widma rotacyjne czasteczek liniowych
Zaktadajac, ze czasteczke liniowa mozna opi-
sac jako sztywny rotator, rozwigzania te mozna
wykorzysta¢ do badania widm rotacyjnych cza-

steczek liniowych, przy czym zwyczajowo liczbe

kwantowa rotacji oznacza sie zwykle jako J a
o, r nie /:
2 .
E:WJ(J_{—]-) gdZIe J:O,1,2,...
gdzie u to masa zredukowana. Moment bezwtadnosci wzgledem
COM to:
| = myri + mor?
poniewaz
i = meh = me(R =) } o= T2 g R
= mrm my + m;
3.171
Zadania - tydzien 7
Zadanie 2
ZnalezC ogdlne wyrazenie na energie przejscia AE(j_(y-1)
h2 2
AE -y =En—Euny=7——=J(J+1)— J=1)J) =
=00 = Ew = Eun = 55 (J+1) 2uR2( )(J)
h2
—JJ+1-J+1
SLRE (J+ +1)
h2
AE (1) = —J
(N=(-1) LR2
3.172
Zadanie 3
Wyznacz energie przejscia molekuty HD z 3 do 4 wzbudzonego stanu
rotacyjnego znajac energie przejscia molekuty HH z podstawowego
do pierwszego wzbudzonego stanu rotacyjnego AE;_o.
3.173

Zadanie 4

Obliczy¢ réwnowagowa dtugos¢ wiazania w czasteczce HBr, jezeli
liczba falowa odpowiadajaca przejsciu rotacyjnemu z J=6 na J=7
wynosi 103.2cm™! (Mg, = 79.92 u).

h2
AE( p_ (1) = ——=J = hcD
V=01 = el = heb
7h?
= — =1.5217A
hciu



3.174

Zadanie 5
Przejscie rotacyjne z poziomu J = 12 na J = 13 zachodzace w cza-
steczce 2C1°0O powoduje absorpcje promieniowania o liczbie falowe;

50,2 cm™t. Oblicz dtugos¢ wigzania w czasteczce. (Mo = 15.99u,
Mc = 12.00u)

AE(13)<;(12) = W]-B = hci

B \/ 13- 6.626 - 10-3+Js

4m2-2.998 - 108 ms—1 - 5020 m~1{2201328.1 660 - 10-27kg

R =1.128A

3.175

Zadanie 6

Widmo mikrofalowe rodnika CN wykazuje serie linii oddalonych od
siebie 0 3.797 cm™!. Wyznacz na tej podstawie réwnowagowa dtu-
gos¢ wiazania. Rey = 1.17A

3.176

Zadanie 7
Jaka jest warto$¢ oczekiwana momentu pedu w stanie opisanym funk-

cJa: 12
1/3
Yio== (—> cosf
2\ 7

(Jego rzut na wyrozniony kierunek jest rowny 0)

/\2\//'0 - —/(/ + 1)\//0

_ Lg 1 93 +La_2 1
“ |singae \>""86 ) " sinpa¢?| 2

1/3\'?T1 6,

=—2Y0 ~ I(l+1)=2 ~ [|=1
L=m/I(l+1)=h/2

1/2
) cosf

E Y21 _2sindcos
T sin @

3
%
1
2

3.177
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3.6 Atom wodoropodobny

Rozwiazanie réwnania Schrodingera
Formalnie réwnanie Schrodingera zapisa¢ mozna jako:

Z deqr

#2 7e?
_ TRy © v=FEv

przy czym we wspodtrzednych sferycznych

v2— 2 {ar2g+/\2}

r2 |0r Oor
1 0 8 1 8
gdzie N = Gne o8 (S'”eae) T 009

Rozwiazanie klasy Q ma postac
wn/m == NnIRnl(r)\//m(ev (p)

gdzie funkcja Y;™ to harmonika sferyczna dla rotatora sztywnego o
dtugosci r a R, reprezentuje czes¢ radialng funkcji falowe;.

3.178
Rozwiazanie réwnania Schrodingera
Pamietajac, ze
/\2\//"7/ — _/(/ + 1)\///77/
radialne réwnanie Schrodingera zapisa¢ mozna jako:
16° I(1+1) Ze%u 2uE
——r— R = ——R,Y,"
ror? r2 omeohzr| M 2
Ostatecznie otrzymujemy jednowymiarowe ra- ¢ =
dialne réwnanie opisujace ruch elektronu w 3
efektywnym potencjale:
Ze? I(1 4+ 1)h?
Verr = — 2 /=0
dreqr 2ur
3.179
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Rozwiazanie réwnania Schrodingera

27 Z
i () eo(2)

przy czym gtéwna liczba kwantowa n = 1,2,3..., poboczna liczba
kwantowa /| = 0,1,2,...,n — 1 a magnetyczna liczba kwantowa
m=—/,—/+1,...,0,... + |. Stowarzyszone Lg (x) i zwykte Lo (X)
wielomiany Laguerre’a zdefiniowane s3 jako:

5 d° | =
LG () = —5la(x)  gdzie Lo (x) = exp(x)_—=[x* exp(—x)]

Przyktadowo dla p = (2Z/agn)r:

7\ 3/2
RlO = (—) 2e_p/2
do

ZN\3/2 11\ /2
Rog = | — — 2 — —p/2
2= (3) (5) o

3.180
Radialne funkcje falowe atoméw wodoropodobnych
2 0.8 0.4
0.6 0.3
1.5
s \ §0.4 s 0.1
S & Y
N N N
& 0.2 &0.2
1s 2s
3s
0.5 0 \ 0 \ T
—
(a) (b) (c)
0 -0.2 -0.1
0 2 4 6 5 10 15 5 10 15
p P P
0.15 0.1 0.05
/\ 0.04 A
0.1 0.05 / \
S 5 3p s 0.03
CON Y ¢ Gy s
N P N N
= = & 0.02
0.05 0
/ /
N—"] 0.01
(d) (e) )
0 I -0.05 0
0 5 p 10 15 0 5 o 10 15 0 5 o 10 15
3.181
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Rozwiazanie réwnania Schrodingera
Funkcja WV, jest funkcja wtasng: hamiltonianu z wartosciami wta-
snymi
Z2e* n z? Z? Z?
Fr= e = —5 5oy = —hcRuy = — 2
32m2egh?n 2uag n n 2n
oraz operatora kwadratu momentu pedu z wartoscia wtasna h2/(/+1)
i jednej ze sktadowych momentu pedu (umownie L,) z wartoscia

wtasng hm.
3.182
Widmo stanéw
E’nghena
AIR n=oo
B n=3
—1.51 eV \L‘L n=3
Seria
Balmera
(vis)
—3.4 eV n=2
: |‘Ill‘.
Lymana
(V)
~13.61 eV n=1 400 500 600 700
h? Z2
n= 2uag n? 8
Z2
n= 52 [a.u]
3.183
Zadania - tydzien 8
Zadanie 1
Unormowa¢  funkcje  falowa  atomu  wodoru w  sta-
nie podstawowym: 1, = Ne/®. N = (wa3) V2

00 s 27
/wfsv,bls dr = N2/ r2e=2r/a dr/ sin @ d9/ dp = N°ma3 = 1
0 0 0

Zadanie 2

Obliczy¢ gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w

tym stanie w odlegtosci r od jadra. P(r) = Ge /o2
0

1
Y152 dT = W—a:‘;e_”/"”orQ sinfdrdé do
0

™ 21 4
/ dQ/ do |1s]2r?sin@ dr = ;e—2r/aor2 dr = P(r) dr
0 0 3
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3.184

Zadanie 3

Oblicz odlegtos¢ r od jadra dla ktérej gestos¢ prawdo-
podobienstwa znalezienia elektronu (radialna gestos¢ elek-
tronowa) w stanie podstawowym atomu wodoru jest naj-

. dP 8
wigksza. Dla r, = ap. (r) =0=—e 2/ <1 — L)
dr ag ao

P(r)

A r/ao
5
3.185

Zadanie 4
Obliczy¢ wartosci Srednie odlegtosci elektronu od jadra w stanach
1s i 2s atomu wodoru ;s = \/iﬁe*r, Yos = ﬁ@ — r)e "/?

< Y| rhrs > = /wfsf’iﬁls dt

1 e’} ™ 2m
= —/ r3e—2fdr/ sin@d@/ do
™ Jo 0 0

13! 3

A WY, VU

7oA T=3
<7,025|I”¢25>:6

3.186

Zadanie 5

Wyznacz  wartos¢  Srednig  odlegtosci  elektronu  od  ja-
dra w atomie wodoru w stanie opisywanym  funk-
ca Yoy, = 4\/1? exp{(—=%)}rcos6 i oy, =

1 n!

775 &xp{(—5) }rsinfcos@ korzystajac z ["x"e"¥dx = .

1 00 b 21
(r) :/T¢§pzr1/}2pz d’T:% i rPe " dr/0 sin@cosQGdG/O do

cosf = z R Y S o, S
dz:—sin@d@‘_@/o e dr/l zdz/o 90=>5

N / s ——
VvV Vv
2 27
3

3.187

72



Zadanie 6
Obliczy¢ wartosci  $rednie  energii  potencjalnej oddziatywania

elektronu z jadrem, V(r) = -1 w stanach 1s i 2s
atomu wodoru: Y, = %ef’, Pos = 4\/5(2 — r)e "2

1
< wls’\/(r)wls > = —/%571/115 dt

1 [ee) I 27
= ——/ reQrdr/ sin@d@/ do
™ Jo 0 0

11!

1
< Yos|V(r)hos > = 2
Zadanie 7
Obliczy¢ oczekiwane wartosci energii kinetycznej, T = ——V2 w sta-

nach 1s i 2s atomu wodoru: ¥;s = \/i%e*r, Yos = ﬁ?@ —r)e /2.
) /1
< 11115171#15 >= /1/}15 (__V2> wls dr

2 1 110 ,0\ 1
o 2 -r | _- - 2 2= —r
_/ sm@d@/ dd)/ drr —\/_e ( 57 arr 8r> —ﬁe
_ 4m —r | _ = 2 2 —r
= o ; drr e ( = arr e )

o 1
— —2/ drrie™" (——2(2re_r — r2e_r))
0 r

1! 2! 1
—2r 2 _—2r J—
—+4/O re dr—2/o r-e dl’—4§—2§—§

o 1
< 1/)25|T'll)25 >= é

Zadanie 8
Obliczyé ca’rkg nakfadania funkcji falowych
e i e = Z=( - ne’
Vfon 1 ,
dt = d 0de - “2(2—-r)d
/"plsts T = / ¢/ sin / 7!' 4\/56 2( I’) r

41 e

B o0 3
47(_\/_0 (2—r)re2dr E<2§—(%)4>—0
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Zadania - tydzien 9

Zadanie 9

W widmie prébki wodoru w obszarze widzialnym zaobserwowano do-
datkowe linie, ktére mozna bytoby wyjasni¢ dopuszczajac istnienie
potéwkowych liczb n. Wyjasnij od jakiego atomu wodoropodobnego
pochodzity te linie.

1 1
E> — Ey = hcRyZ? (-2 — —2)
ny N
dla atomu wodoru w obszarze widzialnym obserwuje sie serie Balmera
(m =2)
1 1
AE =hcRy | = — ——=
o (22 <n2/2>2)
1 1
AE =4hcRy | —- — —=
o (42 (n2)2)

linie te pochodzity wiec od jonu He™ (dla n; = 4 seria Pickeringa).

Zadanie 10
Oblicz energie jonizacji atomu wodoru w stanie podstawowym.
3.191
Zadanie 11
Seria Balmera to jedna z grup linii widmowych w widmie
atomu wodoru (Ry = 109677 cm™') obserwowana w zakre-
sie widzialnym. Dotyczy ona przejs¢ na pierwszy stan wzbu-
dzony (n = 2). Wyznacz granice zakresu dla tej serii w nm.
1 1 hc

AE( —heRu|l=—-—-—— | ==

(n)—(n+1) C/eH (n2 (n+1)2) A

1
A= 1 1
Ry (? - (n+1)2>
1
Amax = ; - =656.5nm
R <2_2 - (2+1)2)
1
Amin = = 364.7nm
R <2i2 - (o<1>)2>
3.192
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Zadanie 12

Seria Humphreya to jedna z grup linii widmowych w widmie atomu
wodoru (Ry = 109677 cm™1) obserwowana w zakresie od 12368 nm
do 3281.4 nm Pokaz jakich przejs¢ ona dotyczy oraz wyznacz pierw-
sze dwie linie widmowe.

1 1 hc
AE () =hcRy|—=——— | = —
(n)«(n+1) CRH (nz (n+ 1)2) A
1
1 1
R (? - (n+1)2)
Najprosciej wyznaczy¢ n dla krotkofalowej granicy serii:
1
1 1
R (? - m)

A =

A= =32824nmm~n=+/RyA=~6

3.193
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Rozdziat 4

Przyblizone metody rozwigzywania
rownania Schrodingera

4.1 Rachunek wariacyjny

Zasada wariacyjna
W metodzie wariacyjnej wykorzystuje sie fakt, ze funkcjonat

(@lH)
(¢lo)

osigga minimum dla pewnej funkcji ¢o bedacej funkcja wtasng Hamil-
tonianu H dla stanu podstawowego uktadu, a odpowiadajaca jej war-
tos¢ wtasna réwna jest energii stanu podstawowego. Jesli zatem wyj-
dziemy od tzw. funkcji prébnej ¢(xi, ..., X Cly .. Cm), gdzie {x;}
to wspotrzedne uogdlnione (np. elektronéw) a {¢;} stanowi zbidr tzw.
parametréw wariacyjnych.

el¢] =

Naturalnie funkcja prébna musi by¢ funkcja porzadna ale poza tym w
zasadzie dowolna, przy czym im blizsza bedzie funkcji falowej stanu
podstawowego, tym lepszy bedzie rezultat. Jesli podstawimy teraz
nasza funkcje do funkcjonatu €[¢] i wyznaczymy wartosci catek, to
otrzymamy funkcje €(cy, ..., cn) bedaca funkcja parametréw waria-
cyjnych. Pozostaje jeszcze znalez¢ jej optymalng postacé, czyli zbidr
parametréw {¢;} minimalizujacych wartos$¢ funkcjonatu g[¢]. Wyzna-
czymy w ten sposdb przyblizona postac funkcji falowej oraz energii
stanu podstawowego.
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Zadania - tydzien 10

Zadanie 1
Przyjmijmy, ze nie znamy doktadnych rozwigzan dla atomu wodoru
I poszukujemy ich zaktadajac funkcje falowa w postaci eksponencjal-
nej:

Y(r) = Ne

Wyznacz wartos¢ parametru wariacyjnego a. Hamiltonian zapiszemy
we wspotrzednych sferycznych jako:

2ur?|or Or sinfod sin® 6 0¢? r

Poniewaz jednak nasza funkcja nie zalezy od katow 6 i ¢ Hamiltonian
mozemy zapisaC nastepujaco:

0_ h_z{lizd}_ej

J— R r —_
2u | r2dr dr r
4.197
Funkcjonat energii zapisa¢ mozemy zatem jako:
(| AY)
ely] =
(YY)
NS e {—E (R g] — £ et sing drdody
N2 [ [T [T e=2arr2sin @ drdfdg
h2
= —3° — ae®
2
Pozostaje znalez¢ optymalna wartos¢ parametru a | odpowiadajaca
Jej wartos¢ wiasna:
de h? e’ e
—=0=—a—¢’ a=—— Ei=——=
da 7 ~ T
OtrzymaliSmy zatem rozwigzanie identyczne z analitycznym.
4.198
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Zadanie 2

Wyznaczy¢ metoda wariacyjng optymalna funkcje falowa i odpowia-
dajaca Jej wartos¢ wtasng dla oscylatora harmonicznego zaktadajac
funkcje probna postaci:

2

PY(x) = Ne

Analogicznie jak w poprzednim zadaniu funkcjonat energii jest funkcja
parametru wariacyjnego a:

iy VI R et ax
e[y] = (WYl) N2 [ e 297 dx —

[2a d > kx?
__2 —ax — e =
/ <2m I axe + > e ) dx
h? k 2a°h?
= 1/_ [—a / e 22" dx + <— -~ ) / x2e 2 dx} =
Tl m J_ o 2 m oo

ah? N k
2m  8a

4.199

Pozostaje znalez¢ optymalng wartos¢ parametru a | odpowiadajaca jej war-
tos¢ wiasna:

1

de 0— h? k R 1/ h\ 2 1
_— = _— ~S> e — - [ Jp—
da 2m  8a2 2 \ mk

OtrzymaliSmy réwniez rozwigzanie identyczne z analitycznym. Ujemny pier-
wiastek wynikajacy z réwnania kwadratowego nalezy odrzuci¢ jako niefi-
zyczny, gdyz taka funkcja nie bytaby catkowalna w kwadracie. 4.200

4.2 Metoda orbitali molekularnych

Metoda Ritza - szczegdlny przypadek metody wariacyjnej
W metodzie tej zaktada sie funkcje probng W w postaci liniowej kombinacji
znanych funkgji ¢ (np. orbitali atomowych):

n

V= C1¢1+C2¢2+---+Cn¢n :Zci¢i (1)

i=1

przy czym {c;} stanowi zbiér parametréw wariacyjnych. Jesli H jest Hamil-
tonianem uktadu to funkcjonat energii mozna zapisa¢ nastepujaco:

<zc,-¢,- y zc,-¢,> 3 o,
E(W) — i=1 i=1 — i=1 j=1
<Z Cipi
=1

Z Ci¢/> Z Z G ¢S
i=1
gdzie: H,'J' = <d),| H ’d)J) oraz S,'j = <¢,|¢J> 4.201

i=1 j=1
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Wynik ten zapisa¢ mozna prosciej w nastepujacej postaci:

€Y Y¢Sy =Y > cigHy (2)

i=1 j=1 i=1 j=1

Przy czym szukamy minimum funkcjonatu energii wzgledem wszystkich pa-
rametréw wariacyjnych. A zatem:

o€ .
a—C/_o da i=12 .. ., n (3)

Aby znalez¢ parametry wariacyjne zrézniczkujmy wzor wzgledem wszyst-
kich parametréw wariacyjnych (np. ¢):

n

0 AL ) n
GC,.* (gzz C;kcjsij> = O_C,* (Z Z C;kCJ-H,‘j)

i=1 j=1 i=1 j=1

D) n n 3 n n 5 non
acg,* DD ciGSy+ €5 > D gS= Ep DY cgHy

=1 Jj=1 =1 J=1 =1 Jj=1

Korzystajac z (3)) otrzymujemy uktad réwnan liniowych:

ktéry mozna zapisac tez nastepujaco:

Y ¢(Hj—€eSy)=0 dla i=1.2,..., n (4)

Jj=1

Minimalizacja funkcjonatu energii z funkcja prébna postaci sprowadza sie
zatem do rozwigzania uktadu n réwnan liniowych jednorodnych w ktérych
niewadomymi sa wspotczynniki kombinacji liniowej {¢;}:

=] (Hll — 8511) + & (H12 — 8512) + ...+ Gy (Hln — €Sln) =
G (H21 — 5521) + & (H22 — 8522) +...+¢C (Hgn — 552,7) =

o O

Poniewaz w powyzszych réwnaniach brakuje wyrazéow wolnych (jest to
tzw. uktad rownan jednorodnych) pozwala on jedynie na znalezienie wzgled-
nych wartosci parametréw wariacyjnych: i—f g—j itd.

Warunek normalizacji funkcji falowej dostarcza brakujacego réwnania niejed-
norodnego:

(W] W) = <Zc,-¢>,-

=1

> a0 ) =33 cies, -1

j=1 =1 j=1
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Nietrywialne rozwigzania uktadu réwnan istnieje jesli znika wyznacznik
utworzony ze wspotczynnikéw przy niewiadomych:

Hi1 — €511 Hio—€S12 ... Hip—€51,
Ho1 — €501 Hoo — €50 ... Hapy—€5, -0
Hnl - esnl Hn2 - 55n2 Hnn 85,7,7
4.205
Ostatecznie rozwiazanie uktadu réwnan >°7 ., ¢;(H; —€S;) = 0 dla i =
1,2,..., n sprowadza sie do rozwiniecia wyznacznika:
Hll — 8511 H12 — 8512 C.. Hln — 851,7
H21 — 8521 H22 — 8522 C.. Hzn — 852,7 -0
Hnl - Esnl Hn2 - ESnQ Hnn Esnn
i znalezienia wartosci parametrow {c;} korzystajac z réwnania:
n n
>3 cras; =1
i=1 j=1
_ _ o _ 4.206
Metoda Ritza upraszcza sie znacznie jesli funkcje {¢;} tworza uktad orto-
normalny t.j.
1 dla i=y
ilp)) =Si;=46;= o
(@119 ! / {O dla 1#
Prowadzi to do nastepujacego uktadu réwnan:
n
ZQ(HfJ_géff):O dla /':1,2,...,n
j=1
4.207

Prosty przypadek
Znajdzmy wartosci energii dla funkcji probnej postaci (np. dla cza-
steczki wodoru w bazie minimalnej orbitali 1s):

V=cd: + ad
Mozna przyjac, ze

H1i1 = Hx» Hio = Hy
S;1=5»=1 S10=5x=95

Uktad réwnan wiekowych mozemy zapisaé nastepujaco:

ci(Hi1 —€5S11) + o (Hip—€S12) = 0
¢ (Ha —€S21) + (Hxn—€5») = 0

lub prosciej

Cl(Hll—E) + C2(H12—€S) = 0
Cl(H12—€S) + C2(H11—€) = 0
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4.208

Prosty przypadek c.d.
Wyznacznik wiekowy:

H11—€ H12—€S_O
H12—€S H11—€ -

czyli:
(Hi1 — 5)2 = (Hiz — 55)2
stad:
Hi1 + Hio Hi1 — Hio
E,=——— Er = ———
! 1+5 > 1-S

Po podstawieniu £; do uktadu réwnan otrzymamy c;; = ¢ a dla
E> odpowiednio ¢ = —c. Natomiast z warunku normalizacji cf +
2¢16S + ¢3 = 1 dostaniemy konkretne wartosci:

1 1

Ci1 =01 = —F/——— Cin = —Cor»p — —————
11 21 \/m 12 22 \/m

4.209
4.3 Rachunek zaburzen
Rachunek zaburzen Rayleigha—Schrédingera
Rachunek zaburzen mozemy zastosowac jesli chcemy rozwigzac réw-
nanie Schrodingera
Hx = Ey
I potrafimy jednoczes$nie znalez¢ rozwigzanie dla nieco uproszczonego
problemu
7(0),,7,(0) _ =(0),,(0)
A )"Pk = E Y
oraz zapisa¢ Hamiltonian H dla naszego problemu w nastepujacej
postaci:
A=A 4 A0,
gdzie A© to Hamiltonian dla ktérego potrafimy znalez¢ rozwiazanie
réwnania Schrédingera (tzw. operator niezaburzony) natomiast H®)
reprezentuje niewielkie zaburzenie naszego ukfadu.
4.210
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Zaktadamy przy tym, ze funkcje 1/1,((0) tworza uktad ortonormalny oraz
dodatkowo w celu uproszczenia obliczen tzw. normalizacje posrednia

() -

co pozwala zapisa¢ poszukiwang funkcje falowa w postaci rozwiniecia
¥ = ¥\ + czfony ortogonalne.

Wprowadzimy teraz pewien arbiralny parametr 0 < A < 1 w Hamil-
tonianie:
H(\) = H® + XA

co prowadzi do:

AN v (N) = EXN) ¥k (V)

Whprowadzenie parametru A pozwala na rozwiniecie energii i funkcji
falowe] wzgledem tego parametru w szereg Taylora. Jest to tzw.
rozwiniecie perturbacyjne:

Ec(A\) =E® + XED + XN2E@ 4

Y (N) = (0) +>\¢(1) +>\2 (2)
Po podstawieniu do réwnania Schrodingera okazuje sie, ze réwnanie

to spetnione moze by¢ jedynie pod warunkiem, ze wspdtczynniki przy
Jednakowych potegach X\ po obu stronach réwnania beda sobie réwne.

(A +XAW) (z/zio) + gl + NP + ) =

(B +xED + ER + ) (v + 0w + 390 + )

Whprawdzie formalnie prowadzi to do nieskonczenie wielu réwnan ale
w praktyce mozemy te réwnania rozwigzywac sukcesywnie znajdujac
kolejne poprawki do energii i funkcji falowej (zwykle bardzo dobre
rezultatu uzyskujemy juz dla drugiego rzedu rachunku zaburzen w
przypadku energii i pierwszego dla funkgji falowej).
d|a>\0 /:/(O)'(/J(O) — (0),(/}[((0)
dlax! /_A/(O),(/};((l) H(l)'l/)(o) E(O)fd}(l) E;((l)‘lpl((o)
dla)2 /_“I(o),l/}/(f) H(l)’l/J(l) E(0)¢(2) E,((l)’tlj,gl) + E/((2),¢I(<0)
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Rozwiazanie pierwszego z tych réwnan znamy z zatozenia, natomiast
w celu znalezienia 7,0(1 I E, (1) wykorzysta¢ mozna hermitowskos¢ Ha-
miltonianu 1 wystarczy Wyznaczyé lloczyn skalarny obu stron réwnania
dla \! z funkcja 1/},{0) (tzn pomnozy¢ lewostronie przez zp(o) I scat-

kowac):
E(o>> (1) 4 <H<1> EE’) £o>>:

(vl (A

<<0)|< E(O)) (1>> <<0>|< _E£1)> £0)>:
(A
= (¥

< © (4 E(l ) ¢(0>>

(1) |H(1)|1/}(0)> (1)

4.214
Zadania - tydzien 11
Zadanie 3
Elektron zamkniety w nieskofnczonej studni potencjatu o dtugosci L
poddano dziataniu jednorodnego pola elektrycznego £. Na elektron
dziata wiec sita —e€& a potencjat pomiedzy x = 0 a x = L wynosi
V = e&x. Znajdz energie stanu podstawowego w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzen.
~  —h? d?
H=——+¢ef
2m dx? * eA a
A
£[(0)
. n®h? 2 /nm
poniewaz: E® = sz Oz PO = \/;sm (TX>
1 b0 (1) (0 f o 0 eclL
a E,(,):/ PO A >zp§,>dx:eg/ wf,)xwf,)dx:eé'(x):T
0 0
znajdujemy:
h? e€l
E, = E(O) E(l) —
e R TR
4.215
Zadanie 4
Elektron zamkniety w nieskofnczonej studni potencjatu o dtugosci L
w obszarze od L/2 do L poddany jest dziataniu statego potencjatu
zaburzajacego V' = g5 2L2 Wyznacz poprawki do wartosci wtasnych
Hamiltonianu w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen.
h? )
E,= n“ 4+ 0.05
n 8meL2 ( + )
4216
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Rozdziat 5

Wieloelektronowa funkcja falowa

5.1 Spin

Doswiadczenie Sterna-Gerlacha

strumien
atomow
Ag [Kr] 4d™ 5s°

niejednorodne
pole
magnetyczne

piyia bez pola oczekiwany klasycznie
folograficzna _p - ¥ ¥

<> wynik eksperymeniu

Pocztéwka od Gerlacha do Bohra

WM%‘, wandil Yoo Fvtocticicy Cocisoner ML fridh,
ZZM/M Vii. Joite /0. /22/.) : T e srivaceoelle bakero {év
Ricthincs guiaadl Ty ,

¥\
3 ) 5
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Spin i zakaz Pauliego

BTSZ N Dotychczas omawiany zestaw liczb kwanto-

S wych {n, I, m} nie pozwala na petny opis reje-
strowanych widm atomowych. Do petnej in-
terpretacji konieczne jest zatozenie, ze elek-
Sy tron posiada jeszcze wewnetrzny moment
pedu odpowiadajacy liczbie kwantowej s = %
co daje wypadkowy moment pedu:

n/s (%—i—l) V3,

ktérego rzut na wyrdzniony kierunek moze przyjmowac dwie warto-
sci: S, = £3h.

Fin

S

Spin i zakaz Pauliego

W 1925 r. Wolfgang Pauli na podstawie analizy widm atomowych
metali alkalicznych doszedt do wniosku, ze dwa elektrony nie moga
zajmowac tego samego stanu kwantowego. Prowadzi to do prostego
wniosku, ze funkcja falowa elektronéw (a w istocie wszystkich fer-
mionoéw) musi by¢ antysymetryczna

poniewaz taka funkcja falowa musi by¢ réwna zeru dla dwoch “iden-
tycznych” elektrondéw

W(xy, Xg, ..., xy) = =V (Xg,Xq,...,Xy) =0

5.2  Wieloelektronowa funkcja falowa

Struktura elektronowa atomu He

Rozwazmy strukture elektronowa najprostszego uktadu dwuelektro-
nowego — atomu helu (Z = 2).

Hamiltonian elektronowy dany jest:

1 2 1 2 1
He = —Zy2 - = —Zvy2—- = 4+~
2 n 27 n |n-n]
h(r) h(r2)

gdzie h(r;) = h(i) to jednoelektronowy hamiltonian.

Nieznane jest analityczne rozwigzanie zagadnienia wtasnego
Hy(r, 1) = EP(re, 12)
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L — L zalezacy od wsp. obu elektronéw.

Z uwagi na czton el
Jesli jednak zaniedbamy na moment w hamiltonianie ktopotliwy czton odpy-
chania elektronowego, to hamiltonian elektronowy da sie zapisa¢ w postaci

sumy hamiltonianow nieoddziatujacych elektronow.

H¢ = h(ry) + h(rs)

Jesli hamiltonian zapisany jest jako suma niezaleznych cztonéw to jego funk-
cja wiasna jest dana w postaci iloczynowe;:

(h(ry) + h(r2)) P(ri, ra) = (h(ry) + h(r2)) Pi(r)Pa(r2)
= (E1+ E2)Y1(r1)o(r2)

gdzie

h(ri)yi(ri) = Eii(r;)
to zagadnienie wtasne dla atomu wodoropodobnego o znanych rozwigza-
niach.
Traktujac odpychanie elektronéw jako zaburzenie w zdegenerowanym ukta-
dzie dwustanowym,ﬂ w plerwszym rzedzie dostajemy nastepujaca poprawke
do energii uktadu:

EW = <w1<rl>wz(r2>r%rwl(nm(rz» —J

Catka kulombowska
Czton J nazywamy catka kulombowska, gdyz odpowiada ona poten-
cjatowi odpychania kulombowskiego dwéch dyskretnych rozktadéw
gestosci elektronowej:

1
J= /drl dr |91 (r1)]?
|, — n]

J= /drl dr2 —Pl(r1)02(r2)

|f2—f1|

|¢2(r2)|2

Catkowita energia atomu helu w stanie podstawowym, odpowiadajacym kon-
figuracji elektronowej 152, wyniosta w przyblizeniu:

E=E+E+J
Obliczona wartos¢ catki kulombowskiej to J = 2.50hcR, a zatem
E=(—4—-4+25)hcR =5.5hcR

Wartos¢ ta odpowiada —7220 kJmol~! i jest, biorgc pod uwage zastosowane
przyblizenia, dos¢ bliska sumie wyznaczonych eksperymentalnie pierwszego i
drugiego potencjatu jonizacji, wynoszace] —7619 kJmoIfl.ﬂ

2Patrz rachunek zaburzen
SWarunkiem zbieznoéci rachunku zaburzen w niskich rzedach jest niewielka wartos$é za-
burzenia, a tu zaburzenie jest bardzo duze.
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Sytuacja komplikuje sie w przypadku stanéw wzbudzonych helu o konfiguracji
1stn/*. W tym wypadku mamy bowiem dwie mozliwe funkcje falowe dla
uktadu nieoddziatujacych czastek:

Y1(r)Pa(r2) i Y1 (r2)Pa(ry),

ktére oznaczymy jako odpowiednio:

¢1 = |a(1)b(2)) i $2 = [a(2)b(1)).

Obie funkcje falowe odpowiadaja tej samej wartosci wtasnej E,+ E, (a zatem
stanom zdegenerowanym). Zastosowanie rachunku zaburzen wymaga w tym
wypadku zastapienia zdegenerowanych funkcji ich wzajemnie ortogonalnymi
liniowymi kombinacjami i rozwigzania uktadu réwnian wiekowych:

Hll - Esll H12 - ESl2

=0
Ha1 — ESo1 Hox — ESx

Poniewaz wybraliSmy wzajemnie ortogonalne liniowe kombinacje zdegene-
rowanych stanéw S;; = d;;, czyli S11 = Soo = 1 a S = So1 = 0.[lex]
Otrzymujemy tez dwa rézne elementy macierzowe hamiltonianu:
1
Hir = (¢1|Hld1) = (a(1)b(2)|h(1) + h(2) + E!a(l)b@)) =
- E3+Eb+J:H22
1
Hio = ($1|H|¢2) = (a(1)b(2)[h(1) + h(2) + 518(2)13(1)) =

= (2B [a2)b(1)) = Han = K

Catka wymienna

Catka K okreslana jest catka wymienna, nie ma jednak prostej kla-
sycznej interpretacji (jest kwantowo-mechaniczna poprawka do catki
kulombowskiej)

K= /dl’1 dr, ¢1(r1)’(/12(|'2)| ‘1//1("2)’(#2("1)
Rozwiazanie uktadu rownan wiekowych:
Hi1— E Hio |  |Ea+Ep+J—E K —0
Ha1 Ho — E| K E.+Ep+J—E|

prowadzi do nastepujacych rozwigzan:

Ei:Ea—f—Eb—f—J:]:K

wizégxnmmiammn>
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Dziura i sterta Fermiego

Iy_I? Elektronowe odpychanie

znosi degeneracje stanéw, ktdérych energia
rozni sie teraz wartoscia AEy = 2K .[1lex]
Jednak oba rozwiazania réznia sie

tez diametralnie kiedy odlegtos¢ miedzy
elektronami maleje do zera. Gestos¢

Iy, I prawdopodobienstwa w antysymetrycznym
stanie ¥_ maleje do zera dla

ri = r, (a), natomiast w symetrycznym
stanie 1, paradoksalnie rosnie

(b). To tzw. dziura i sterta Fermiego.

(a) 0 n—n

(b) 0 n=r,

Poniewaz w stanie 9_ elektrony niejako sie unikaja, ich odpychanie kulom-
bowskie jest mniejsze (J — K) i ten efekt opisuje catka wymienna. W stanie
1, obserwujemy odwrotny efekt (J + K). 5.229

Widmo stanéw atomu helu

orbitalnie orbitalnie
symetryczne asymetryczne .
's P _dl% P p Eksperymentalne widmo
1s'3d’ 1" standéw elektronowych jest jakoSciowo
153 p— S . . . .
1s3s —\\\_—?3# zgodne z tymi przewidywaniami. Stany
1535’ antysymetryczne (z ktérych przejscie do

symetrycznego stanu podstawowego jest
wzbronione) leza nizej niz odpowiadajace
| /ornetene iIm termy symetryczne. Jednak wystepuje

1528 tu jeszcze jedna uderzajaca zaleznos¢ —
wszystkie stany singletowe sa symetryczne
a trypletowe antysymetryczne.

1o 1
1S2p 15‘12,01

Dozwolone

Analiza sprzegajacego elektrycznego dipolowego momentu przejscia ttuma-
czy dlaczego dozwolone s3 tylko przejscia miedzy stanami o tej samej symetrii
orbitalney:

o = — / dry dra 7 (11, 12)(F1 + )9 (1, F2) = O

5.230

Dalsza analiza widma pokazuje, ze jedynie potowa mozliwych standéw jest
realizowana. Jak sie okazuje jest to konsekwencja fundamentalnego prawa
natury.
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Zasada Pauliego

Wolfgang Pauli zaobserwowat, ze obserwowane s3 jedynie te stany
dla ktérych catkowita funkcja falowa (z uwzglednieniem spinu elek-
trondw) jest antysymetryczna ze wzgledu na zamiane wspotrzednych
dowolnej pary elektronéw. Jak sie okazato pézniej w istocie:

funkcja falowa musi by¢ symetryczna wzgledem wymiany pary iden-
tycznych bozondw |/ antysymetryczna wzgledem wymiany pary

identycznych fermionoéw.

W nierelatywistycznej mechanice kwantowe] hamiltonian nie zalezy od wsp.
spinowych, zatem catkowita funkcje falowa mozna zapisa¢ w postaci iloczy-
nowej. Dla uktadu dwuelekronowego mozna skonstruowac 4 funkcje spinowe;

jedna o wypadkowym momencie spinowym S = O:

1
O (s1,5) = —=

V2

(a(s1)B(s2) — a(s2)B(s1))

oraz trzy odpowiadajace trzem réznym wartoscia rzutu wypadkowego mo-
mentu spinowego na wyrézniony kierunek w stanie trypletowym (S = 1):

o (s1,80) = a(s1)alss)

o0 (s, 5,) = % (a(s1)B(s2) + x(s2)B(s1))

ol V(s1,52) = B(s1)B(s)

Jak sie okazuje, z oSmiu mozliwych kombinacji dla konfiguracji 1s*np! eks-
perymentalnie obserwowane s3 tylko cztery, odpowiadajace funkcji falowe;j
antysymetrycznej ze wzgledu na wymiane wspétrzednych pary elektronéw:

'LP,O-(,O) 'Lp+0-(,0)
0 0
P_ol” VNG
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Wyznacznik Slatera

Antysymetryczng wzgledem permutacji pary elektronéw funkcje fa-
lowa mozna zapisa¢ w postaci wyznacznikowej. Przyktadowo dla
stanu podstawowego atomu helu:

W(xy, %) = Py(ry, "2)0(—0)(51v S2) =

= Xls(rl)Xls(b)% (a(s1)B(s2) + a(s2)B(s1))

gdzie x; = (r;,s;) oznacza wektor wspdtrzednych przestrzennych i
spinowych i-tego elektronu (zwykle wystarczy zapisac indeks /).

Po wymnozeniu okazuje sie, ze otrzymamy tylko dwa rézne iloczyny
funkcji przestrzennej i spinowej: ¢% (i) = xs(r)a(s;) i ¢7.(i) =
X1s(r))B(s;). Funkcje falowa mozna zatem zapisaC w postaci wy-
znacznikowej:

W(1,2) = —

15(1) (2)‘
V2 |81.(1) #7.(2)

5.3 Hamiltonian molekularny

W nierelatywistycznym przyblizeniu informacja o wtasciwosciach
kwantowo-mechanicznego uktadu w danym stanie stacjonarnym za-
warta jest w rozwigzaniach niezaleznego od czasu réwnania Schrodin-
gera

HyW(r,o;R) =¢eWV(r,o;R)

Dla wieloelektronowych uktadéw molekularnych:

1 V2 ZoZ, Za 1
Hmz—zzv——zvz > R ZRT,*.E
i R a>5 a,i >
Tn Te Vi Ven Vee

(.

v
Poniewaz hamiltonian nie zalezy od wspétrzednych spinowych, roz-
wigzanie mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej:

V(r,o;R) = (r; R)((0) gdzie (o) = ({o1[(02] . .- {on.]) )

5.4 Podziat Borna—Oppenheimera

Z uwagi na duza réznice mas, elektronowe stopnie swobody odpowiadaja
w sposéb natychmiastowy na zmiany w konfiguracji jader atomowych. V.,
Jjest zatem (zwykle) modyfikowany przez ruch jader adiabatycznie i ruch ten
(zwykle) nie prowadzi do zmiany stanéw elektronowych.

He(R) = Te + Ven + Vee
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W konsekwencji rozwigzania elektronowego réwnania Schrodingera, opisu-
jacego ruch elektronéw w polu nieruchomych jader atomowych, zaleza (w
dobrym przyblizeniu) parametrycznie od jadrowych stopni swobody.

He(R)(ba(r; R) = Ea(R)d)a(r; R)

Tak wyznaczone widmo adiabatycznych standéw elektronowych tworzy kom-
pletny zbidr funkcji bazowych w elektronowe] przestrzeni Hilberta, w ktérych
mozna rozwina¢ molekularna funkcje falowa

Y(r;R) = Xxa(R)$a(r: R)

5.236

Podstawiajac wspdtczynniki rozwiniecia do réwnania Schrodingera otrzy-
mujemy:

Hi(R)Y(r: R) = (He(R) + To +Van) > xa(R)®:(r: R)
=Y [E(R) + Vnn]xa(/;)asa(r; R)
+ iTnXa(R)(Da(r; R)
= Eaz Xa(R)a(r; R)

Mnozenie lewostronne przez ¢j(r; R) i catkowanie po wspétrzednych elek-
tronowych prowadzi do:

/dl’ ¢Z(r; R)Hmlp(f; R) :[Eb(R) + Vnn]Xb(R)
+ Z / dr ¢ (r; R)Tada(r: R)xa(R)

=exs(R)

5.237

gdzie:

Tn(ba(/’; R)Xa(R) = Z 2/%4”
+ 2[P,da(r; R)IPxa(R)

+@a(r; R)PIxXa(R)}

{P2¢.(r; R)xa(R)

Ostatni czton w powyzszym roéwnaniu to operator energii kinetycznej jader
T,, a pozostate wygodnie zebra¢ jest w formie tzw. operatora nieadiabatycz-
nosci sprzegajacego ruch elektronéw i jader atomowych

0.y = / dr ¢.(r; R)Tods(r: R)

D> Mi { / dr b(r: R)Pabo(r: R)| P,
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valence states

energy (1000 cm-1)

ground state

1 1
2 3 4

R (Angstrom)

Rysunek 3: Krzywe energii potencjalnej U,(R) dla réznych elektronowych stanéw adiaba-
tycznych |¢,) w funkgji dtugosci wigzania R w dwuatomowej czasteczce (stan podstawowy
i stany zwiazane |5).

W konsekwencji otrzymujemy (wciaz doktadne) rownanie na wspétczyn-
niki x.(R):

(Tn + Ea(R) + Vnn + eaa - 5)Xa(R) = - Z eabXb(R)
b#a

ktére mozna zinterpretowac jako stacjonarne réwnanie Schrodingera dla ru-
chu jader z x.(R) jako jadrowa funkcja falowa. Rozwiazanie tego réwnania
prowadzi do nastepujacego wyrazenia na molekularna funkcje falowa:

PYu(r; R) = ZxaM )¢a(r; R)

gdzie oscylacyjna liczba kwantowa M nie jest przypisana zadnemu konkret-
nemu stanowi elektronowemu.

Wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujacy efektywny potencjat dla ruchu
jader w danym stanie adiabatycznym |¢,)

Ua(R) = Ea(R) + Von + ©aa
ktory definiuje hiperpowierzchnie w przestrzeni wspoétrzednych jadro-

wych, tzw. powierzchnie energii potencjalnej

W praktyce czesto mozna zaniedbac sprzezenia nieadiabatyczne.
Prowadzi to do nastepujacego przyblizenia:

Ha(R)xa(R) = (Tn + Ua(R))Xa(R) = €xa(R)

w ktorym jadra atomowe poruszaja sie w efektywnym potencjale
U,(R) wynikajacym z ich wzajemnych oddziatywan elektrostatycz-
nych z innymi jadrami 1 gestoscia elektronowa.

Adiabatyczna postac¢ funkcji falowej w tym przyblizeniu wydaje sie
niezmieniona:

(ad/a)(r R) ZXaM(R)(pa(r; R)

Jednak oscylacyjna liczba kwantowa M jest teraz przypisana konkret-
nemu stanowi elektronowemu.
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Rozwazajac perturbacyjne rozwiniecie energii €,y wzgledem operatora
nieadiabatycznosci ©,;, jasnym jest, ze kiedy dwie powierzchnie adiabatyczne
zblizaja sie do siebie, przyblizenie BO prowadzi do katastrofy.

2
() _ _(adia) | (Xam|OanlXon)|
Eam =€am Tt Z (adia) __(adia)
oN - Eam T T &b

Analiza powierzchni energii potencjalnej

Analiza powierzchnia energii potencjalnej pozwala wnioskowac co do
natury wigzania i dynamiki uktadéw molekularnych. Korzystajac z
dwodch waznych wielkosci: wektoru gradientu | macierzy statych si-
towych (Hessa) mozna zlokalizowa¢ punkty krytyczne i okresli¢ ich
charakter (lokalne minimum, punkt siodtowy etc.)

VU,(R) = {0U,(R)/ORy, ..., OUa(R)/ORs3n,,. }

8U.(R)
(a) — —a —
Kyl R OR. (mn=1,..., 3Nnue)

Ogédlna posta¢ molekularnej funkcji falowej dana jest poprzez nastepujace
rzutowanie na kompletna przestrzen adiabatycznych stanéw elektronowych:

¢mol(r; R) = ZXaM(R)(pa(r; R)

Reprezentacja molekularnego hamiltonianu w tej bazie to:

Himot = Y (8apHa(R) + (1 = 825)Oab) |6a) (@]

gdzie H,(R) i ©,5 sa operatorami wzgledem wspétrzednych jadrowych.
Jesli rozwiniemy hamiltonian w bazie stanéw adiabatycznych |¢.u) =
|pa)Ixam) definiujacych funkcje falowa w przyblizeniu Borna—Oppenheimera:

Hmor = ZgaM’¢aM><¢aN\ + Z Oam,on|Wam) (Won|
a,M

aM,bN

gdzie:

eaM,bN:/dRX:M(R)

(BTds) = 3 1 (190160 V1| xon(R)

widzimy, ze sprzezenie miedzy stanami mediowane jest za posrednictwem
operatora pedu (tzw. sprzezenie dynamiczne) a jego obliczenia wymagaja
znajomosci pierwszych | drugich pochodnych elektronowej funkcji falowe;.

Sprzezenie dynamiczne jest zwykle mocno zlokalizowane we wsp. jadro-
wych i gwattownie rosnace (wrecz osobliwe), co pokazuje, ze charakter stanu
elektronowego zmienia sie gwattownie w waskim zakresie przestrzeni konfi-
guracyjne;j.
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energy

Rysunek 4: Adiabatyczne (ciagte) i diabatyczne (kreskowane) krzywe energii potencjalne;
w funkcji wsp. jadrowej. Dla R << R. obie krzywe sa dobrze rozdzielone; dolny i gérny
stan diabatyczny naleza odpowiednio do walencyjnego i repulsywnego stanu elektronowego,
podobnie jak potencjaty adiabatyczne U; i U,. Dla R >> R. charaktery obu powierzchni
zamieniaja sie wzajemnie.

Przeciecia stozkowe

W  wieloatomowych czasteczkach warunki przeciecia Uz(R) |
Vi;(R) = 0 moga by¢ jednoczes$nie spetnione nawet dla standéw o
tej samej symetrii. Generalnie dla N-wymiarowej powierzchni energii
potencjalnej do przeciecia moze dojs¢ jedynie w N — 2 wymiarach
(lub N — 1 jesli Vz(R) = 0 przez symetrie ).

Przyktadowo, na dwuwymiarowej powierzchni dwa stany elektronowe
o tej samej symetrii moga sie przecia¢ jedynie w jednym punkcie (N —
2 =0). Topologia powierzchni energii potencjalnej w otoczeniu tego
punktu nazywana jest zwykle przecieciem stozkowym (dyskutowanym
po raz pierwszy przez E. Tellera w 1937).

5.246
5.5 Oddziatywania miedzyczasteczkowe
wiazania chemiczne + & 3% VWigzania kowalencyjne utrzy-
. T YT Y mujace atomy w czasteczce
2 < e R .
kompleksy kationu metylu z atomami ~I~ . ( S Sq stosunkowo Sllne, Zapew-
gazow szlachetnych 5 LI) 6 6 E .o - . L.
vy v ¢ niajac jej stabilnos¢ termo-
o | _
cs e o dynamlc.:znq w zwykle bar
kompleksy z wiazaniem wodorowym £ T L 5 © dZO duzym ZakreSIe tempe—
v v v vy i . . . .
o ratur. Jednakze sity, z jakimi
T & 8 kompleksy atoméw berylowco . . . .
g 7w meEyEEmENEENENEN czasteczki oddziatuja pomie-
. T'T . . .
£ TY $'5 % typowe kompleksy van der Waalsa dzy SOba_ Wyda.]a sie byC
v vy vyyvy . .
zaniedbywalnie mate. Przy-
0.01 0.1 ' 10 100 ktadowo entalpia tworzenia
AE Tkcal/moll :
carmo chlorowodoru wynosi 431
kJ/mol, podczas gdy ental-
pia sublimacji tylko 18 kJ/mol. Oddziatywania te, odpowiedzialne sa jednak
za wiele witasciwosci materii na poziomie makroskopowym, jak chociazby
wystepowanie réznych jej stanéw skupienia. 5.247
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Energia oddziatywania
Energie oddziatywania pomiedzy czasteczkami A i B mozna zdefinio-
wac jako:

AE (R, &, =a =) =E s (R, &, =4, =) — EA(Za) — Eg(Z5)

gdzie R oznacza odlegtos¢ miedzyczasteczkowa, = wspotrzedne we-
wnetrzne oddziatujacych poduktadéw, zas £ to zbiér katédw okresla-
Jacych ich wzajemna orientacje w przestrzeni. Majac na uwadze nie-
wielka site oddziatywania mozna potraktowac je jako nieznaczne za-
burzenie stanu izolowanych poduktadéw. Energie oddziatywania wyli-
czy¢ mozna wtedy stosujac rachunek zaburzen zaktadajac, ze znamy
doktadne rozwigzania dla monomerdéw:

AE = (y°|Vy)

gdzie funkcja zerowego rzedu WP jest skonstruowana ze znanych roz-
wigzah dla monomeroéw, a V' to operator zaburzenia (w tym wypadku
oddziatywania), wzgledem ktérego rozwinieta jest funkcja W.

5.248

Polaryzacyjny rachunek zaburzen
Kluczowa role dla zrozumienia stabych oddziatywan miedzyczastecz-
kowych odegrata opublikowana w 1930 roku teoria Londona. W za-
stosowanym przez niego rachunku zaburzen réwnanie Schrodingera
dla oddziatujacego uktadu dwéch czastek A | B zapisa¢ mozna na-
stepujaco:

(A°+ V) Yag = Eas¥as

gdzie jako niezaburzony Hamiltonian przyjmuje sie sume operato-
réw energii izolowanych czasteczek H° = H, + Hg a funkcje falowa
zerowego-rzedu zaktada sie w postaci iloczynowej:

Y = Yats

Zaktadajac tzw. posrednia normalizacje (¥ag|¥®) = 1 wyrazenie na
energie oddziatywania zapisa¢c mozna w postaci réwnania Blocha

AE = (°|AVPas)

5.249

Sktadowa elektrostatyczna energii oddziatywania
W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen uzyskujemy energie elektro-
statycznych oddziatywanh niezaburzonych poduktadéw:

ES = (Was|Vave) = EJ
Stosujac rozwiniecie multipolowe operatora oddziatywania:

(o _ 9a98 _ QaMsz — Bha,  MaxHex + baylisy — 2kazlis:

2 2 3 + ...
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otrzymujemy wiodace cztony oddziatywania punktowych momentéw multi-
polowych:

g _ 949, Gskaz — GalB, | Baxbox + paybey = 2pazlis:

el R R? R3

gdzie dla czasteczki A ga to jej tadunek, zas ua, to wartos¢ spodziewana
momentu dipolowego wzdtuz osi z, wspdlnej dla obu poduktaddw.

// p(ri)o( rz) dr,dr
r — 12

Ver 2T 665 + To (618 — 1465) + Tup (7055 + ©450° — piuk) +
Topy (0755, — Qs,a° — 1o©f, + Gﬁ,yua) + ...

+ ...

gdzie:

qg=MO  [p(r)dr
po =MD [p(nadr  (a=xy 2)
Oup = MP  [p(naBdr (a,B=x,y,2)
Qupy =M [p(r)apydr (8. 7=xy,2)

Toapow = VaVs- -V, (%)

Zgodnie z rozktadem Boltzmanna prawdopodobienstwo danej orientacji
w jest proporcjonalne do exp (—BE(w)), gdzie B = (kT)~!. Srednia war-
tos¢ oddziatywania elektrostatycznego (rozwijajac czynnik eksponencjalny w
szereg) bedzie dana przez:

JE(w)[l1-BE(w)+..] dw

(Eer) = T =BEW) +..] dw

_Ga% 1 it apus 2 panh
R 3kT RS 3kT RS

Sktadowa indukcyjna i dyspersyjna energii oddziatywania
Poprawke do energii drugiego rzedu uwzgledniajaca efekty indukcyjne
I dyspersyjne zapisa¢ mozna w postaci nastepujgcej sumy po stanach
izolowanych poduktadéw oznaczonych indeksem m (Ex to energia
stanu podstawowego podukfadu X):

% m
Z|¢| Yag,m)|? — E@) 1 E®)

@ _
E — _ EO disp

pol —
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Stosujac rozwiniecie multipolowe operatora oddziatywania otrzymujemy wio-
dace cztony oddziatywania punktowych momentéw multipolowych: trwatych
i indukowanych (oznaczonych tylda) w przypadku oddziatywan indukcyjnych
oraz pomiedzy indukowanymi w skutek fluktuacji gestosci elektronowej mo-
mentami w przypadku oddziatywan dyspersyjnych:

E(2) _ |_(qAﬁ'BZ)R72 + (/J'Axﬁ'Bx + ,U‘Ay/J'By - QMAZﬁBZ)Ris + .. '|2
=2

mp#0 EB.mQ - EB,O
E(z) - — Z ‘(/j'Axﬁ'Bx + /J'Ay/j'By - 2/:ZAZ,ELBZ)R_3 =+ .. _‘2
disp —= (Eam + Egm,) — (Eao+ Esgo)
my#0

Oddziatywania indukcyjne Rozktad gestosci tadunku czasteczki umiesz-
czonej w zewnetrznym polu elektrycznym F ulega zmianie. Dla jednorodnego
pola wyindukowany moment dipolowy zapisa¢ mozna w postaci nastepuja-
cego rozwiniecia:

~ 1 1
[ = aopfp + E.BaﬁfyFﬁny + EIYaﬁ'yéFﬁnyFé + ...

Rozwazmy oddziatywanie dalekozasiegowe
polarnej czasteczki (np. HF) z atomem gazu a
szlachetnego (np. He). Dla duzych R, zaktada-
Jac liniowa odpowiedz i z uwagi na izotropowosé
atomu He: R
f=aF

a energia oddziatywania: <0

Dla rozwazanego przypadku wartos¢ pola elektrycznego generowanego
przez moment dipolowy  wynosi:

V1+3cos?6 u

F(R.6) = 47e R3

Stad wartosc¢ energii oddziatywania dipol-dipol indukowany dla wybranej orien-
tacji wyniesie:
1+ 3cos? 0 au?

" 0 (4meg)? RO
A usredniona orientacyjnie:
1 au?
EoNe— 0 -
< /nd> (47T€0)2 R6
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Oddziatywania dyspersyjne Rozwazmy oddziatywanie dwdch inertnych
atoméw A | B. Kazdy z nich reprezentowany jest jako elektron o masie
m zwiazany przez potencjat harmoniczny o statej sitowej k:

pz 1

Ha= 2 + Zkxa.
A= om T oA

Oscylacje gestosci elektronowej prowadzi¢ beda do wytworzenia wypadko-
wych momentdéw dipolowych na osi wigzania, ktére zaczna ze soba oddzia-
tywac:

1 1
H=5_ (P2 + pz) + Sk (X3 + XB + 2cxaxg)
gdzie c jest stata sprzegajaca proporcjonalng do R~3.

Hamiltonian mozna réwniez rozseparowac na dwa rozprzezone oscylatory
odpowiadajace drganiom normalnym x + xg:

1 o 1 2
H—4m(PA+PB) +4k(1+c)(XA+XB) +

1 o 1 2
—4m(DA—PB) +4k(1—C)(XA—XB)

o czestosciach wi = woV/1 £ ¢, gdzie wy = /k/m jest czestoscia izolowa-
nych atomoéw. Energia drgan zerowych wyniesie:

1
Eh(w++w,)

Energia drgan zerowych wyniesie:

1 1
5h(w+ +w. )= 5 hwo (Vi+c+vV1-¢)

1 1 5
— Zhwy (22— =2 — =t — .
2“’0( ¢ T 6aC )

A obnizenie energii wzgledem energii drgan zerowych rozseparowanych ato-
moéw (Awg) wyniesie:

Edisp = —hUJO <éC2 + %C4 + .. )

lloczynowa funkcja 9° nie jest antysymetryczna wzgledem wymiany elek-
tronéw pomiedzy poduktadami. Jej antysymetryzacja jest trywialna jednak
funkcja Aaws nie jest funkcja wrasna H°. W celu rozwiazania tego pro-
blemu zaproponowano dwa alternatywne podejscia. Jedno polegajace na innej
konstrukcji operatora HO tak, aby funkcja Awats byta jego funkcja wiasna,
oraz drugie wymagajace innej konstrukcji samego rachunku zaburzen okre-
Slane jako adaptacja symetrii.

Sktadowa wymienna energii oddziatywania

Kazdej z poprawek do energii w polaryzacyjnym rachunku zaburzen
odpowiada¢ bedzie poprawka wymienna wynikajaca z poprawnego
uwzglednienia symetrii permutacyjnej.
+EY

exch

g — g

pol
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W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen otrzymujemy odpychanie wymienne,
wynikajace ze zmniejszenia gestosci elektronowe) w obszarze naktadajacych
sie funkcji falowych poduktadéw zgodnie z zasada wykluczenia Pauliego i
zmniejszonym ekranowaniem tadunkoéw jader atomowych:

Eé>1<)ch = (Yas|(V — Eé/l))fwmpw

5.261

Oddziatywania miedzyczasteczkowe . _

maja zatem cztery podstawowe LE,

sktadowe: AE

Rla]

e elektrostatyczne przycigganie 0.0

lub odpychanie; iy
e indukcyjne przyciaganie; e,
e dyspersyjne przyciaganie oraz 0
e odpychanie wymienne.

AE[mH]

5.262

0.4
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Rozdziat 5

Uzupetnienia

6.1 Uktad okresowy

11A 18 VIIIA
2 40025
1| H Periodic Table of Chemical Elements He
Hydrogen 1I3HIA 14IVA 15VA 16 VIA 17 VIA| |
5 10.811 |6 12.011 |7 14.007 |8 15999 | 9 18.998 |10 20.180
2 B C N (0} F Ne
Boron Carbon Nitrogen Oxygen Flourine Neon
13 26982 |14 28.086 |15 30.974 |16 32065 |17 35453 |18 39.948
3 Al Si P S Cl Ar
3IMA 4IVB 5VB 6VIB 7VIB 8VIIB 9VIIB 10VIIB 111B  121B | yunnum | sicon | Phosphorus | Sulphur G Argon
21 44956 |22 47.867 |23 50942 |24 51996 |25 54938 |26 55845 |27 58933 |28 56.693 | 29 63546 |30 6530 |31 69723 |32 7264 |33 74922 |34 7896 |35 79004 |36 838
4 Sc Ti \) Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As Se Br Kr
Scandium Titanium Vanadium Chromium Manganese Iron Cobalt Nickel Copper Zinc Gallium Germanium Arsenic Selenium Bromine Krypton
39 88.906 |40 91.224 |41 92.906 (42 95.94 (43 96 |44 101.07 |45 10291 (46 10642 |47 107.87 (48 112.41 |49 114.82 (50 118.71 |51 121.76 |52 127.6 |53 1269 |54 131.29
5 Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd In Sn Sb Te | Xe
Ytrium | Zirconium | Niobium | Molybdenum | Technetium | Ruthenium | Rhodium | Palladium Silver Cadmium Indium Tin Antimony | Tellurium lodine Xenon
. 57-71 72 7178:49 {73 180.95 |74 18384 [75 18621 [76 19023 [77 19222 78 19508 |79 19697 |80 20059 [81 20438 |82 207.2 [83 20898 |84 200 |85 210 |86 222
6 La-Lu Hf Ta ‘W | . Re Os Ir Pt Au Hg TI Pb Bi Po At Rn
Laiithanide | Halfnium | Tantalum | Tungsten | Rhenium | Osmium [ *“Fridium- .. |. Platinum Gold Mercury | Thallum Lead Bismuth | Polonium | Astatine Radon
108" 261105 262 [106 266 [107 264 [108 277 [109 268 [110 281 [111.. 280 [112 285 [113 284 [114 289 [115 288 [116 293 [117 202 [118 204
7 Rf Db Sg- h Hs Mt Ds Rg Uub | Uut. | Uug Uup Uuh Uus Uuo
Rutherfordiun] Dubnium | Seaborgium | Bohrium Méitnerium. | Darmstadtiu] Roentgenium | Ununbium | Ununtrium | ¢ Unuing L \
I Alkali Metal . e )
. Alkaline Earth Metal 57 13891 |58 140.12 |59 " 140:91 50 144.24 | 61 145 [62 150.36 |63 151.96 |64 157.35 |65 . 158._9_3. 66" - 162,50 | 68 16726 [69 168.93 | 70 173.04 71 174.97
O Metal La Ce Pr Nd Pm...| Sm Eu Gd Th Dy |- “Er-.|. Tm Yb Lu
[ Metalloid FRUUUEE ERRREERT
[C] Non-metal Lanthanum | Cerium P Samarium | Europium- - |.Gadolinium | Terbium | Dysprosium | Holmium Erbium | Thulium, | Ytterbium | - Lutetium
[[] Halogen
[ Noble Gas ¥ RETT
80 207 |90 23204 |91 23104 |92 238.03 |93 237 [04 244 |95 243 |96 247 08  251°[00... 252 [100 257 |101 258 | 102 250 | 103 262
[] Lanthanide/Actinide LR by
Ac Th Pa U Np Pu Am Cm Cf Es Fmi |- Md No Lr
Z  mas .
mamn- “|_Actinium | Thorium | Protactinium | Uranium | Neptunium | Plutonium | Americium | Curium | Berkelum | Californium | Einsteinium | Fermium | Mendelevium | Nobelium | tawrencium

Symbol made

Name
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6.2 Woybrane state fizyczne

Name Symbol Value Unit
Number 7 s 3.14159265358979323846

Number e e 2.71828182845904523536

Elementary charge e 1.60217733 - 10719 C
Gravitational constant G, k 6.67259 - 10711 m3kg~1s?
Fine-structure constant o =e?/2hcey,  ~1/137

Speed of light in vacuum c 2.99792458 - 108 m/s (def)
Permittivity of the vacuum €0 8.854187 - 10712 F/m
Permeability of the vacuum o 411077 H/m
(470) " 8.9876 - 10° Nm2C2
Planck’s constant h 6.6260755 - 10734 Js

Dirac’s constant h=h/2m 1.0545727 - 10734 Js

Bohr magneton ug = eh/2me  9.2741-107%* Am?

Bohr radius ag 0.52918 A
Rydberg's constant Ry 13.595 eV
Electron Compton wavelength  Ace = h/mec 2.2463 - 10712 m

Proton Compton wavelength ~ Ac, = h/mpyc  1.3214-1071° m
Reduced mass of the H-atom  uy 0.1045755 - 1073! kg
Stefan-Boltzmann's constant o 5.67032-1078 Wm—2K—*
Wien's constant kw 2.8978-1073 mK

Molar gas constant R 8.31441 J-mol~t.K~!
Avogadro’s constant Na 6.0221367 - 1023 mol~!
Boltzmann's constant k = R/Na 1.380658 - 10723 J/K
Electron mass Me 9.1093897 - 1031 kg

Proton mass m, 1.6726231- 102" kg
Neutron mass My 1.674954 - 1027 kg
Elementary mass unit my, = $m(*3C) 1.6605656 - 10~ kg
Nuclear magneton N 5.0508 - 10~/ J/T
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